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Анотація. У статті одержано результат про існування стоячих хвиль в дискретному 
рівнянні Клейна-Ґордона з кубічною нелінійністю. 

Ключові слова: дискретні рівняння типу Клейна-Ґордона, стоячі хвилі, кубічна 
нелінійність, критичні точки, теорема про зачеплення, періодичні апроксимації. 
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Вступ. Дискретнi гамiльтоновi системи широко використовуються в 

нелiнiйнiй фiзицi для моделювання складних оптичних i квантових явищ. До 

таких систем, зокрема, належать системи типу Фермi-Пасти-Улама, дискретнi 

рiвняння типу Шредiнгера, дискретнi рiвняння типу Клейна–Ґордона та iн. 

Подiбнi системи є цiкавими з огляду на численнi застосування у фiзицi [1-3]. 

Бiжучi i стоячi хвилi є важливими класами розв’язкiв таких систем. Стоячi 

хвилi в дискретних рiвняннях типу Клейна–Ґордона вивчалися в працях [5; 6; 10; 

11]. В цих статтях дослiджено питання існування і стiйкостi стоячих хвиль в 
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таких рiвняннях. Зауважимо, що питання існування стоячих хвиль в дискретних 

рівняннях типу Шредінгера вивчалося в працях [4; 8; 9]. 

Постановка задачі та основні припущення. У даній статті розглянемо 

дискретні рівняння типу Клейна-Ґордона 

 2( ) ( ) 0,n n n nq q m q f q n       ,                     (1) 

де ( )n nq q t  – узагальнена координата ݊-го осцилятора в момент часу ݐ, 

1 1( ) 2n n n nq q q q       – одновимiрний дискретний оператор Лапласа. Рiвняння 

(1) представляють собою нескiнченну систему звичайних диференцiальних 

рiвнянь та описують динамiку нескiнченного ланцюга лiнiйно звязаних 

нелiнiйних осциляторiв. 

Будемо вивчати рівняння (1) з кубічною нелінійністю вигляду 

 2( ) | | , , .n nf r d r r d p     

Розв’язки системи (1) у вигляді стоячих хвиль матимуть вигляд 

 ( ) exp( ),n nq t u i t                       (2) 

де nu   називається амплітудою стоячої хвилі, а   – частотою. 

Пiдставляючи стоячу хвилю (2) в систему (1) i враховуючи, що 

| exp( ) | 1 і t , одержимо систему 

 2 2 2( ) | | , .    n n n n nu m u d u u n                      (3) 

Позначимо через 1 1 1( )n n n n n n nLu a u a u b u       i розглянемо бiльш загальну 

систему 

 2 2( ) | | , .n n n nLu u d u u n                        (4) 

Зауважимо, що оператор ܮ є обмеженим i самоспряженим у просторi 2
kl . 

Його спектр ( )L  має групову структуру, тобто ( )L  є об’єднанням скiнченного 

числа вiдрiзкiв (див. [7]). Доповнення \ ( )L  складається зi скiнченного числа 

iнтервалiв, якi називаються спектральними промiжками. Два з них 

напiвскiнченнi. Якщо ܰ=1, то скiнченнi промiжки не iснують. Однак, у 
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загальному випадку скiнченнi промiжки iснують i найбiльш цiкавий випадок, 

коли 2  належить скінченному проміжку. 

Всюди далі припускається, що виконується умова N -перiодичностi:  

 i  iснує таке N , що коефiцiєнти ,n n na b i d  є ܰ-перiодичними, тобто 

, n N na a   n N nb b  і . n N nd d  

Будемо вивчати стоячi хвилi з kN -перiодичною амплiтудою (перiодичнi 

розв’язки) та амплiтудою, яка на нескiнченностi збiгається до нуля (локалiзованi 

розв’язки), тобто 

 , n kN nu u                      (5) 

де k  – фiксоване натуральне число, та 

 lim 0


nn
u                      (6) 

відповідно. 

Варіаційне формулювання задачі. З системою (4) пов’язується 

функцiонал 

    2 41 1, ,
2 4




   


n n
n

J u Lu u u d u                     

визначений на гiльбертовому просторi 2 2 ( )l l  із скалярним добутком 

 ,





n nk
n

u v u v . 

Позначимо через 2
kl  скінченновимірний простір всіх kN -перiодичних 

послiдовностей зi скалярним добутком 

 ,


 
k

n nk
n Q

u v u v  

та нормою 

1
22

,


 
  
 


k

nk
n Q

u u  

де 
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: 1 ,
2 2

                  
k

kN kNQ n n kN  

і 
2

 
  

kN  – ціла частина .
2

kN   

На просторi 2
kl   розглянемо функцiонал 

   2 41 1, ,
2 4




   
k

k k n nk
n Q

J u L u u u d u  

де kL  – оператор L , який дiє в просторi 2
kl . 

За зроблених припущень функцiонали J  та kJ  належать класу 1С , а 

критичні точки цих функціоналів є розв’язками системи (4) з просторів 2l  та 2
kl  

відповідно. 

Таким чином, система (4) є системою рiвнянь Ейлера-Лагранжа для 

функцiоналів дiї J  та kJ  у відповідних просторах. Ця система завжди має 

нульовий розв’язок, тому нас цiкавлять нетривiальнi критичнi точки цих 

функцiоналів. 

Існування періодичних розв’язків. Виявляється, що функціонал kJ  

задовольняє умови теореми про зачеплення, а отже, має нетривіальні критичні 

точки.  

Теорема 1. Нехай виконується умова  i , 0nd  для всiх n , 2 ( , )  a b

та  b . Тодi для будь-якого 1k  система (4) має нетривiальний kN -

перiодичний розв’язок 2 ku l .  

Iснування локалiзованих розв’язкiв. Тепер за допомогою методу 

перiодичних апроксимацiй можна довести iснування нетривiальних 

локалiзованих розв’язкiв системи (4). Цi розв’язки є критичними точками 

функцiоналу J . Однак цей функцiонал не задовольняє умову Пале–Смейла і тому 

скористатися в даному випадку теоремою про зачеплення не вийде. Проте 

критичнi точки функцiоналу J  можна побудувати за допомогою переходу до 



Науково-популярний альманах «Математика та інформатика навколо нас». 2022. Випуск 6 
 

 

7 
 

границi при k  в критичних точках функцiоналу kJ . Цей метод називається 

методом періодичних апроксимацій. 

Отже основним результатом даної статті є теорема: 

Теорема 2. Нехай виконується умова  i , 0nd  для всiх n , 2 ( , )  a b та 

 b . Тодi система (4) має нетривiальний розв’язок 2u l . 

Оскiльки спектр оператора 2m   є вiдрiзком 2 2[ , 4 ]m m , то з теореми 2  

одержуємо наслiдок: 

Наслiдок 1. Нехай 0nd  для всiх n  та 2 2m  . Тодi система (3) має 

нетривiальний розв’язок 2u l . 
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