
  

УДК 517.97 
С. М. Бак 

 

МЕТОД УМОВНОЇ МІНІМІЗАЦІЇ В ЗАДАЧІ ПРО ІСНУВАННЯ 
ПЕРІОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ В СИСТЕМАХ ОСЦИЛЯТОРІВ 

НА ДВОВИМІРНІЙ ҐРАТЦІ 
Вінницький державний педагогічний університет імені Михайла Коцюбинського 

 
Анотація 
Одержано результат про існування періодичних розв’язків в системі лінійно зв’язаних нелінійних осцилято-

рів на двовимірній ґратці. Показано, що періодичні розв’язки можуть бути побудовані за допомогою методу 
умовної мінімізації. 
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Abstract 
It is obtained result on the existence of periodic solutions in a system of linearly coupled nonlinear oscillators on 

2D-lattice. It is shown that periodic solutions can be constructed using the constrained minimization method. 
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Дискретні нескінченновимірні гамільтонові системи широко використовуються для моделювання 

складних оптичних і квантових явищ. Серед таких систем найбільш відомими є системи осциляторів, 
дискретні рівняння типу синус-Ґордона, системи типу Фермі–Пасти–Улама, дискретні нелінійні рів-
няння типу Шредінгера.  

Серед розв’язків таких систем особливої уваги заслуговують біжучі хвилі. В статтях [1; 3; 4; 5; 14; 
18] вивчались бiжучi хвилi для систем лінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених на дво-
вимірних ґратках. В статтях [2; 15] одержано результати про існування біжучих хвиль для нескінчен-
ної системи нелінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці. А в стат-
тях [12; 17] вивчались стоячі хвилі в дискретних нелінійних рівняннях типу Шредінгера на двовимір-
ній ґратці. В статтях [7; 10; 11; 13] вивчалось питання коректності задачі Коші для систем осцилято-
рів на двовимірній ґратці.  

В статтях [8; 9; 19] досліджено питання існування періодичних розв’язків для систем осциляторів 
на одновимірній ґратці, а статтях [6; 21]  – на двовимірній ґратці. 

Вивчаються рівняння, які описують динаміку зчисленної системи лінійно зв’язаних неліній-
них осциляторів, розміщених на цілочисловій двовимірній ґратці. Нехай  , ,n m n mq q t  –  узагальнена 
координата  ,n m -го осцилятора в момент часу t .  Передбачається, що кожний осцилятор лінійно 
взаємодіє з чотирма своїми найближчими сусідами. Тоді рівняння руху системи, що розглядається, 
мають вигляд  
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Розглядаються такі розв’язки системи (1), що 
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тобто осцилятори знаходяться в стані спокою на нескінченності. 
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Враховуючи граничні умови (2), це рівняння зручно розглядати як диференціально-операторне рів-
няння 
 ( )q Aq B q  , (4) 
де 

  1, 1, , 1, , 1 , 1 , , 1 , ,, ,n m n m n m n m n m n m n m n m n m n mn mAq a q a q b q b q c q           
а нелінійний оператор B  визначається формулою 
    , ,,( ) ,n m n mn mB q V q  (5) 

в просторі  2 2 2l l   дійсних послідовностей  ,n mq q  зі скалярним добутком 
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Розглянемо систему (3) зі степеневими потенціалами вигляду 
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де , 0, 2n mg p  . У цьому випадку система (3) набуває вигляду 
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Передбачається, що послідовності  ,n ma ,  ,n mb ,  ,n md  і  ,n mg  просторово періодичні (по n  і m ) з 
деяким натуральним періодом N . При цьому систему (7) також можна розглядати у просторі 

 2 2 2l l   як диференціально-операторне рівняння вигляду (4) з обмеженим неперервним неліній-
ним оператором 
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Передбачається, що виконується наступна умова: 
 P  Оператор A  додатно визначений, тобто існує таке 0 0  , що 

  2
0, .Aq q q  

Нехай 0T  . Позначимо через TX  підпростір T -періодичних функцій із  1 2;locH l . Це гі-
льбертів простір зі скалярним добутком 
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З системою (7) пов’язується функціонал 
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Функціонал   неперервно диференційовний за Фреше (а отже, і за Гато) і 
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для будь-якого .Tv X  Критичні точки функціоналу   в просторі TX  є шуканими розв’язками. 
Подамо функціонал   у вигляді 

( ) ( ) ( )u u S u    , 
де 
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Далі ми використаємо підхід, що ґрунтується на наступній задачі мінімізації з обмеженнями. 
Для будь-якого 0   розглянемо задачу мінімізації 
  inf ( ) : , ( ) .TI v v X S v                                  (10) 

Теорема 1. Нехай u  – розв’язок задачі (10). Тоді 
1

2pq u   є T -періодичним розв’язком задачі (7), 
(2).  

Основним результатом даного підрозділу є наступна теорема. 
Теорема 2. В зроблених припущеннях для будь-якого 0T   задача (10) має розв’язок Tu X . Біль-

ше того, існує таке 0 0T  , що при 0T T  цей розв’язок не є сталим.  
Таким чином, у цій статті одержано результат про існування періодичних розв’язків в системі не-

лінійних осциляторів на двовимірній ґратці, які можна побудувати за допомогою методу умовної 
мінімізації. 
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