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ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ ЛАНЦЮГА НЕЛІНІЙНИХ ОСЦИЛЯТОРІВ 
 

 В даній роботі вивчаються рівняння, що описують динаміку нескінченного ланцюга лінійно 
зв’язаних нелінійних осциляторів. Нехай nq – узагальнена координата n -го осцилятора. Рівняння його руху 
при відсутності взаємодії з сусідніми осциляторами має вигляд: 

ZnqUq nnn  ),( . 
Припускається, що кожний осцилятор лінійно взаємодіє з двома своїми найближчими сусідами. Тоді 
рівняння руху системи, що розглядається, мають вигляд: 

ZnqqaqqaqUq nnnnnnnnn   ),()()( 111 .                          (1) 
Рівняння (1) представляє собою нескінченну систему звичайних диференціальних рівнянь. Розглядаються 
такі розв’язки системи (1), що 

,0)(lim 


tqnn
                                                           (2)   

тобто осцилятори знаходяться в стані спокою на нескінченності.  
Подібні системи представляють інтерес у зв’язку з численним фізичним застосуванням [1], [2]. В 

роботі [3] вивчались біжучі хвилі в таких ланцюгах, а в [4, 5] – періодичні по часу розв’язки. Огляд відомих 

результатів про такі системи зроблено в [6].  

В даній роботі розглядаються питання коректності задачі Коші для системи (1).  
2. Потенціал nU  запишемо у вигляді: 

)(
2

)( 2 rVrcrU n
n

n   

і покладемо 

1 nnnn aacb .  
Тоді рівняння (1) прийме вигляд: 

ZnqVqbqaqaq nnnnnnnnn   ),(111 .                               (3) 
Враховуючи граничні умови (2), при підходящих припущеннях це рівняння природно розглядати як 
диференціально-операторне рівняння: 

)(qBAqq                                                                 (4) 

в гільбертовому просторі 2l  дійсних двохсторонніх послідовностей 
 nnqq }{ , де 

nnnnnnn qbqaqaAq   111)( ,  

а нелінійний оператор B  визначається формулою: 
)()( nnn qVqB  .  

Скалярний добуток і норма в 2l  позначаються ),(   і   відповідно.  
За означенням, розв’язком (4) вважається двічі неперевно диференційована функція від t   зі 

значенням в 2l .  
Припускається, що 

)(i  послідовності }{ na  і }{ nc  дійсних чисел обмежені; 

)(ii  )(rVn – функція класу 1C  на  , 0)0()0(  nn VV  і для будь-якого 0R  існує таке 

0)(  RCC , що для всіх Zn  

RrrrrCrVrV nn  212121 ,,)()( .                                      (5) 

В цих умовах неважко бачити, що A  є обмежений самоспряжений оператор в 2l , а оператор B  
обмежений і неперервний по Ліпшицю на кожній кулі простору 2l . Тоді, як наслідок стандартного 
результату про існування та єдиність локальних розв’язків, має місце: 

Теорема 1. Нехай виконуються умови )(і  та )(іі . Тоді для будь-яких 2)0( lq   і 2)1( lq   

рівняння (3) має єдиний розв’язок класу 2C , визначений на деякому інтервалі );( 00 tt , такий, що 
задовольняє початкові умови: 
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)1()0( )0(,)0( qqqq   .                                                         (6)  
Наступне твердження про існування та єдиність розв’язків задачі Коші випливає з теореми 1.2, 

розділу 8 [7].  
Теорема 2. Нехай виконуються умови  )(і  та )(іі  з константою, що не залежить від R . Тоді для 

будь-яких 2)0( lq   і 2)1( lq   задача (4), (6)  має єдиний розв’язок, визначений для всіх t .  

3. Умови теореми 2 означають, зокрема, що потенціал nV  на нескінченності має старший показник 
степеня не більший другого. Щоб послабити цю умову, відмітимо, що рівняння (4) може бути записане в 
гамільтоновому виді з гамільтоніаном 
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де qp  . В припущеннях )(i  та )(ii  ),( qpH – функціонал класу 1C  на 22 ll   і пряме обчислення 
показує, що H – інтеграл рівняння (4), тобто для будь-якого розв’язку )(tq  рівняння (4) ),( qpH  не 
залежить від t .  

Теорема 3. Додатково до умов )(і  та )(іі , припустимо, що оператор А  від’ємний, тобто 

0),( qAq  для будь-якого 2lq . Крім того, нехай виконується одна з наступних двох умов: 

(а) 0)( rVn  для всіх Zn  та r ; 

(b) існує така неспадаюча функція 0),( rrh , що 


)(lim rh
n

 та  rhrVn )(  для всіх 

Zn  та r .  
Тоді для будь-яких 2)0( lq   і 2)1( lq   задача (4), (6)  має єдиний розв’язок, визначений для всіх 

t .  
Доведення. Випадок )(а . Нехай )(tq – локальний розв’язок задачі (4), (6), що існує в силу теореми 

1. Для  того, щоб довести, що )(tq  визначений на всій осі, достатньо показати, що )()( tqtq   

залишається обмеженою на будь-якому скінченому інтервалі ),( aa  існування розв’язків (див., 
наприклад, [8], теорема Х.74). 

Маємо 
),())(),(( )0()1( qqHtqtqH  .  

В силу умов теореми і означення гамільтоніана,  

),()(
2
1 )0()1(2

2 qqHtq
l
 .  

Отже, )(tq  обмежена на ),( aa . Так як  

 
t

qdqtq
0

)0()()(  ,  

звідки випливає, що )(tq  обмежена.  

Випадок (b). Нехай 00 H  таке, що 0
)0()1( ),( HqqH   та 0r – розв’язок рівняння 

0)( Hrh   (він очевидно існує). Із означення H  і умов теореми випливає, що   0
)0( Hqh n   і, отже, 

rqn )0( . Нехай )(r  – деяка функція, визначена рівністю: 
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Неважко перевірити, що модифіковане рівняння (3) з потенціалом nV~  задовольняє умови теореми 2 і, отже, 
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має глобальний розв’язок )(tq  з початковими даними )1()0( , qq . Елементарні обчислення показують, що 

)(~)(~ rhrVn  , де 
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Для модифікованого гамільтоніана H~  маємо  )0()1( ,~))(),((~ qqHtqtpH  . Так як rqn )0( , то 

  0
)0()1( ,~ HqqH  . Отже,   0

~ Hqh n  . Так як 0)~()~(~)(~ Hrhrhrh  , то rqn
~ . Так як для )(tq  

модифіковане рівняння співпадає з вихідним, теорему доведено.  
Аргументи п. 3 можна застосувати і у випадку сингулярних потенціалів типу Леннарда-Джонса [9]. 
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