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ПЕРІОДИЧНІ БІЖУЧІ ХВИЛІ В ДИСКРЕТНОМУ РІВНЯННІ  
SIN-ГОРДОНА НА ДВОВИМІРНІЙ ҐРАТЦІ 

Стаття присвячена вивченню нескінченної системи дифе-
ренціальних рівнянь, яка описує нескінченний ланцюг нелі-
нійно зв’язаних нелінійних осциляторів. Отримано результат 
про існування періодичних біжучих хвиль для дискретного рі-
вняння sin-Гордона на двовимірній ґратці.  

Ключові слова: нелінійні осцилятори, двовимірна ґратка, 
дискретне рівняння sin-Гордона, періодичні біжучі хвилі.  

Вступ. У цій статті вивчаються рівняння, які описують динаміку 
нескінченної системи нелінійно зв’язаних нелінійних осциляторів з 
потенціалом    1 cosV x K x   , розміщених на цілочисловій дво-

вимірній ґратці. Нехай  ,n mq t  — узагальнена координата  ,n m -го 

осцилятора в момент часу t . Передбачається, що кожний осцилятор 
нелінійно взаємодіє з чотирма своїми найближчими сусідами. Тоді 
рівняння руху системи, що розглядається, мають вигляд 
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де 0K  . 
Рівняння (1) представляє собою нескінченну систему звичайних 

диференціальних рівнянь і є двовимірним аналогом дискретного рів-
няння sin-Гордона з нелінійною взаємодією сусідніх атомів.  

Подiбнi системи є цікавими з огляду на чисельні застосування у 
фiзицi [4; 6; 7]. 

Досить важливим класом розв’язків таких систем є біжучі хвилі. 
Досить детальні результати про біжучі хвилі в ланцюгах Фермі-
Пасти-Улама можна знайти в працях О. Панкова, зокрема в [12] най-
більш повний огляд результатів. У статті [3] одержано умови існу-
вання періодичних біжучих хвиль в ланцюгах Фермі-Пасти-Улама на 
двовимірній ґратці. В той же час для ланцюгів осциляторів відомі 
декілька праць, зокрема, [10], результати якої отримано методами 
теорії біфуркацій, а також [1; 5], в яких отримано умови існування 
періодичних та відокремлених біжучих хвиль за допомогою методу 
критичних точок. 
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У статтi [13] вивчались перiодичнi розв’язки для системи осци-
ляторів, розміщених на двовимірних ґратках, а в статтях [2; 8; 9] — 
бiжучi хвилi в таких системах. Зокрема, в [8] розглядалась система iз 
непарною 2 -періодичною нелiнiйнiстю. А в [9] взагалі розглядали-
ся лінійні осцилятори. В статті [2] одержано умови існування періо-
дичних і відокремлених біжучих хвиль.  

У статті [11] вивчались гетероклінічні, гомоклінічні і періодичні 
біжучі хвилі для дискретного рівняння sin-Гордона з нелінійною вза-
ємодією сусідніх атомів на одновимірній ґратці.  

Метою статті є одержання умов існування періодичних біжучих 
хвиль для дискретного рівняння sin-Гордона з нелінійною взаємодією 
сусідніх осциляторів на двовимірній ґратці.  

Постановка задачі. Для профілю біжучої хвилі  u s , де 

cos sins n m ct    , рівняння (1) набуде вигляду 

 
           
            

2 cos cos

sin sin sin .

c u s U u s u s U u s u s

U u s u s U u s u s K u s

 

 

        

       
 (2) 

Зазначимо, що в рівняння (2) швидкість c  входить тільки в квад-
раті. Звідси випливає, що якщо функція ( )u s  задовольняє рівняння (2), 

то існує дві бiжучi хвилі з даним профілем та швидкостями .c  
Будемо розглядати випадок періодичних біжучих хвиль, для 

знаходження профілю яких достатньо знайти розв’язок рівняння (2), 
який задовольняє умову 
    2 , , 0.u s k u s s k      (3) 

Всюди далi під розв’язком рівняння (2) розуміється функція 

( )u s  класу 2 ( ),C   яка задовольняє рівняння (2) для всіх .s  

Варіаційне формулювання задачі. Позначимо через kE  гіль-

бертів простір       1 : 2k locE u H u s k u s     зі скалярним до-

бутком           ,
k

k
k

u v u s v s u s v s ds


   .  

На просторі kE  означимо оператори 
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: cos ,
s

s

Au s u s u s u d
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Тоді правильне таке твердження (див. [3, с. 77]).  

Лема 1. Оператори A  та B  є обмеженими лінійними операто-
рами, що задовольняють нерівності 

   2 2, ,
cos

L k k L k k
Au u

 
  ,    2 2, ,

sin
L k k L k k

Bu u
 

  .  

Надалі передбачається, що потенціал U  задовольняє умову: 

 i     
2

20

2

c
U x x V x  , 0 0c  , де  1V C   — парна функ-

ція, 0V   і    0 V x xV x    для всіх x  і деякого 2  .  

Неважко переконатися в тому, що якщо виконується умова  i , 

то існують такі сталі 0d   і 0 0d  , що   0V x d x d
  .  

На просторі kE  розглянемо функціонал 

             
2

2
: 1 cos .

2

k

k
k

c
J u u s U Au s U Bu s K u s ds



       
  
  

Безпосереднім обчисленням одержуються наступні два твер-
дження.  

Лема 2. Нехай виконується умова  i , тоді kJ  — функціонал 

класу 1C  на kE , а його похідна для , ku h E  виражається формулою 

           2,
k

k
k

J u h c u s h s U Au s Ah s


       

         sin .U Bu s Bh s K u s h s ds   

Лема 3. Критичні точки функціоналу kJ  є 2C — розв’язками рі-
вняння (2), що задовольняють умову (3).  

Основний результат. Для одержання основного результату 
статті знадобиться теорема про гірський перевал (див. [12; 14]). 

Теорема 1 (про гiрський перевал). Нехай I  — функцiонал 

класу 1C  на гiльбертовому просторi ,H  який задовольняє умову Па-
ле-Смейла: 

(PS) якщо послiдовнiсть nu H  така, що ( ) 0nI u   та ( )nI u  

обмежена, то  nu  мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть. 

Нехай iснують такi e H  і 0,r   що || ||e r  i 

|| ||
: inf ( ) 0 (0) ( ).

v r
I v I I e


     І нехай 

 
  

0, 1
: inf max ,

t
b I t




 
 де 
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       0, 1 , : 0 0, 1 .C H e        Тодi b  — критичне значен-

ня функціоналу I , тобто iснує така критична точка u H  
функцiоналу ,I  що ( ) .I u b     

Лема 4. Нехай виконується умова  i . Тоді існують такі e H  і 

0,r   що || ||e r  i 
|| ||

: inf ( ) 0 (0) ( ).
v r

I v I I e


     

Доведення. Візьмемо 0   таке, що 2 2
0 2 0c c     і виберемо 

достатньо мале 0,
2

r
  

 
 таке, що   2V x x  для всіх x r . Тоді, 

використовуючи лему 1 і нерівність  
2

1 cos
4

u
u   при 

2
u


 , для 

кожного u  з  2 , 2L k k k
u u




   маємо 

       
2 22

2 2 20 0

2 2 2

k
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k
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       2 2
1 cosAu s Bu s K u s ds       

     2 2

2 2 22 2
0 , ,

1
2

2 4L k k L k k k

K
c c u u u 

 
     ,  

де  2 2
0

1
min 2 , 0

2 4

K
c c      

 
. Отже, для 

2 2
k

u r  

  2 0kJ u r  . 

Для того, щоб знайти ke E  таке, що 
k

e r  і    0k kJ e J , 

зафіксуємо 0 ku E . Тоді для всіх 0  , згідно нерівності 

 
2

1 cos
2

u
u  , маємо 

     2

2
22

0 0 0, ,2k L k k L k k

c
J u u d Au 

  
 

    

   2

22
0 0 0, ,

4 .
2L k k L k k

K
d Bu d k u

 
 

    

Звідси, враховуючи, що 2  , 0d  , 0 0d  , маємо: 

 0lim kJ u





  , що й дає необхідне. Лему доведено. 
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Лема 5. Нехай виконується умова  i  і 0c c , тоді функціонал 

kJ  задовольняє умову Пале-Смейла.  
Доводиться ця лема аналогічно до леми 3.4 зі статті [11]. 
Наступна теорема є основним результатом цієї статті:  

Теорема 2. Нехай виконується умова  i , 0c c , 1k   і  

 
  

0, 1
: inf max 4

t
b I t kK




 
  , 

де        0, 1 , : 0 0, 1 .C H e        Тоді рівняння (2) має 

нетривіальний розв’язок ku E . Тим самим існують дві періодичні 

біжучі хвилі з профілем u  і швидкостями c .  

Доведення. Леми 4 і 5 показують, що для функціоналу kJ  вико-

нуються всі умови теореми про гірський перевал. Отже, kJ  має кри-

тичну точку 0 ku E :  
 

  0
0, 1

: inf max 4k
t

J u b I t kK



 

   , де 

       0, 1 , : 0 0, 1C H e       . За лемою 3 ця критична 

точка є розв’язком рівняння (2), який задовольняє умову (3).  
Покажемо, що цей розв’язок несталий. Справді, сталий 

розв’язок ku E  рівняння (2) обов’язково задовольняє тотожність 

 sin 0u  , а отже, u n , n . Якщо n  — парне, то   0kJ n  , 

але 0b  . Якщо ж n  — непарне, то   4kJ n kK  , але 4b kK . Те-

орему доведено. 

Висновки. Одержано теорему про існування періодичних біжу-
чих хвиль для дискретного рівняння sin-Гордона з нелінійною взає-
модією сусідніх осциляторів на двовимірній ґратці (теорема 2), яка 
поширює результат статті [11]. 
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