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С. М. Бак, І. В. Швидюк 

ІСНУВАННЯ ТА ЄДИНІСТЬ ГЛОБАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧІ 

КОШІ ДЛЯ ЛАНЦЮГА ОСЦИЛЯТОРІВ З КУБІЧНИМ 

ПОТЕНЦІАЛОМ 

 

В даній статті вивчаються рівняння, що описують динаміку 

нескінченного ланцюга лінійно зв’язаних нелінійних осциляторів. Нехай 

nq – узагальнена координата n -го осцилятора. Рівняння його руху при 

відсутності взаємодії з сусідніми осциляторами має вигляд: 

( ),n n nq U q n    . 

Припускається, що кожний осцилятор лінійно взаємодіє з двома своїми 

найближчими сусідами. Тоді рівняння руху системи, що розглядається, 

мають вигляд: 

1 1 1( ) ( ) ( ),n n n n n n n n nq U q a q q a q q n          .                   (1) 

Рівняння (1) представляє собою нескінченну систему звичайних 

диференціальних рівнянь. Розглядаються такі розв’язки системи (1), що 

lim ( ) 0,nn
q t


                                                 (2)   

тобто осцилятори знаходяться в стані спокою на нескінченності.  

Подібні системи представляють інтерес у зв’язку з численним 

фізичним застосуванням [4], [6], [7]. В роботах  [1], [4], [9] вивчались 

періодичні за часом розв’язки в таких ланцюгах, а в [3], [5], [8] – біжучі 

хвилі. Відома тільки одна праця, в якій розглянуто задачу Коші для таких 

систем [2]. Огляд відомих результатів про подібні системи зроблено в [10].  

В даній роботі розглядається питання коректності задачі Коші для 

системи (1) з кубічним потенціалом.  

Постановка задачі. Потенціал ( )nU r  запишемо у вигляді 

2( ) ( )
2
n

n n
cU r r V r    
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і покладемо 

1.n n n nb c a a     

Тоді рівняння (1) матиме вигляд 

1 1 1 ( ), .n n n n n n n n nq a q a q b q V q n                                   (3) 

Враховуючи граничні умови (2), при певних припущеннях це рівняння 

природно розглядати як диференціально-операторне рівняння 

( )q Aq B q                                                  (4) 

в гільбертовому просторі 2l  дійсних двохсторонніх послідовностей 

 n nq q 


 , де 

  1 1 1 ,n n n n n nnAq a q a q b q      

а нелінійний оператор B  визначається формулою 

 ( ) ( ).n nnB q V q                                               (5) 

Скалярний добуток і норма в 2l  позначаються  ,   і   відповідно.  

За означенням, розв’язком (4) вважається двічі неперервно 

диференційовна функція від t  зі значенням в 2l .  

Передбачається, що 

( )i  послідовності  na  і  nc  дійсних чисел обмежені;  

 ii  ( )nV r  – функція класу 1C  на  , (0) (0) 0n nV V    і для будь-якого 0R   

існує таке   0C C R  , що для всіх n  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) , , .n nV r V r C r r r r R                                  (6) 

В умові 1( )i  неважко бачити, що A  є обмежений самоспряжений 

оператор  в 2.l  

Задача Коші полягає у знаходженні розв’язку системи (4), який 

задовольняє умови 
(0) (1)(0) , (0) .q q q q                                            (7) 
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Основні результати. Приведемо спочатку результати, отримані у 

статті [2]. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови  i  та  ii  з константою C , що не 

залежить від R . Тоді для будь-яких (0) 2q l  і (1) 2q l  задача (4), (7) має 

єдиний розв’язок визначений при всіх .t  

Умови теореми 1 означають, зокрема, що потенціал nV  має зріст на 

нескінченності не вище другого степеня.  

Рівняння (4) можна записати у гамільтоновому вигляді  

( , ), ( , )q pp H p q q H p q                                         (8) 

з гамільтоніаном  

   21, , ( ),
2 n n

n

H p q p Aq q V q




                                (9) 

де .p q   

Теорема 2. Додатково до умов  i  та  ii , припустимо, що оператор A  

недодатний, тобто  , 0Aq q   для будь-якого 2q l . Крім того, нехай 

виконується одна із наступних умов:  

 a  ( ) 0nV r   для всіх n  і ;r  

 b  існує така неспадна функція ( ), 0h    , що lim ( )
r

h 


   і 

 ( )nV h   для всіх n  і .   

Тоді для будь-яких (0) (1) 2,q q l  задача (4), (7) має єдиний розв’язок, 

визначений при всіх .t  

При деяких додаткових припущеннях умову недодатності в теоремі 2 

можна відкинути. 

Наслідок 1. Нехай виконуються умови  i ,   ii   та умова  b  теореми 2, 

де 

2

( )lim
r

h r
r

  . 
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Тоді задача (4), (7) має єдиний глобальний розв’язок для будь-яких 
(0) (1) 2, .q q l  

Розглянемо тепер випадок кубічного потенціалу:   

3( ) ,
3

n
n

dV r r  

де nd  – обмежена послідовність. Передбачається, що оператор A  від’ємно 

визначений, тобто 

  2
0 0, , 0,Aq q q                                        (10) 

для 2.q l  

Покладемо 

  31 1 1 1( ) , ( ) ( ).
2 3 2 3n n

n
J q Aq q d q a q b q



    


 

Відмітимо, що 1/ 2 ( )a q  – норма на 2l , еквівалентна стандартній нормі 2l . 

Тоді 

21( , ) ( ).
2

H p q p J q   

Оскільки 3

3 3( ) ' ''lb q c q c q  , то існує така константа 0c  , що 

1/ 3 1/ 2 2( ) ( ) , .b q ca q q l                                       (11)  

Далі c  завжди позначає константу з (11).  

Покладемо 

  2

0
inf sup : , 0 .

q
J q q l q


 


                                  (12) 

Лема 1. 6

1 .
6c

   

Доведення. Маємо 

 
2 3

( ) ( ).
2 3

J q a q b q 
    

Якщо ( ) 0b q  , то 
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 
0

sup .J q





   

Якщо ( ) 0b q  , то 

 
3

2
0

( ) 1 ( )sup
( ) 6 ( ).

a q a qJ q J q
b q b q




 
    

 
 

Нерівність (11) дає необхідне. Лему доведено. □ 

Покладемо 

    2 : 0 , 0, 1 .W q l J q                                  (13) 

Очевидно, що W  зірковий відносно початку координат, тобто якщо 

q W , то q W   для будь-якого  0, 1 .   

Лема 2. Множина W  містить відкритий еліпсоїд 

 2 : ( ) ,B q l a q     

для будь-якого 0  , що задовольняє умовам:  

6

9 ,
4c

   

3
3/ 2 .

2 3
c
    

Доведення. Згідно (11) 

 
2 3 3 2 3 3

3/ 2 3 / 2( ) ( ) ( ) ( ).
2 3 2 3

c ca q a q J q a q a q   
     

При 6

9( )
4

a q
c

  маємо 

 
3

1/ 21 ( ) 0, 0, 1 .
2 3

c a q
     

Отже,   0J q   для будь-якого  0, 1 .  

Якщо ( )a q  , то, згідно другої умови на  ,  

   
2 3 3 3

3/ 2 2 3 / 21 , 0, 1 .
2 3 2 3

c cJ q          
 

       
 
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Отже,   .J q   Лему доведено. □ 

Покладемо 

  2
*, : ( ) ( ) 0, .W q l a q b q J q       

Згідно неперервності функціоналів ( )a q  і ( )b q , *,W   – відкрита множина.  

Лема 3. *, .W W B    

Доведення. Достатньо показати, що  *, 0 .W W      

Нехай , 0q W q  . Якщо ( ) 0b q  , то ( ) ( ) 0a q b q   і ( ) .J q   

Якщо ж ( ) 0b q  , то 

  ( )sup .
( )

a qJ q J q
b q

 
 

   
 

 

Тоді ( ) 1
( )

a q
b q

   і ( )J q  . Це показує, що *, .q W   

Навпаки, нехай *,q W  . Якщо ( ) 0b q  , то 

 
 

0, 1
sup ( )J q J q


 


   

і q W . Якщо ж ( ) 0b q  , то нерівність ( ) 1
( )

a q
b q

   показує, що 

 
 

0, 1
sup ( ),J q J q





  

що й дає необхідне. Лему доведено. □ 

В силу відкритості *,W   і B , лема 3 показує, що множина W  

відкрита, тобто є околом нуля в 2.l  

Лема 4. W  – обмежена множина.  

Доведення. Якщо ( ) 0b q  , то 1( ) ( )
2

J q a q  і ( ) 2a q  . Якщо ж 

( ) 0b q  , то за лемою 3, ( ) ( )b q a q  . Значить, 1( ) ( )
6

J q a q  і ( ) 6a q  . 
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Таким чином, W  міститься в обмеженій множині  2 : ( ) 6 .q l a q    Лему 

доведено. □ 

Теорема 3. Нехай 3( )
3

n
n

dV r r , де nd  – обмежена послідовність, оператор 

A  від’ємно визначений і (0) (1) 2,q W q l   такі, що 

 2(1) (0)1 .
2

q J q    

Тоді задача Коші з початковими даними (0) (1),q q  має єдиний глобальний 

розв’язок.  

Доведення. Існування та єдиність локального розв’язку ( )q t  

випливає із теореми 1. Як і в доведенні теореми 2, частина  a  ([2]), 

достатньо показати, що ( )q t  залишається обмеженим.  

Покажемо, що ( )q t W . Припустимо, що це не так і нехай 1 0t   

найменше значення 0t  , для якого 1( )q t W . Тоді 1( )q t  належить межі 

W  множини W . Оскільки W  зірковий, то 1( )q t W   для будь-якого 

[0, 1)  . Значить,  1( )J q t  . Переходячи до границі при 1  , 

отримуємо, що   1( )J q t  . Якщо  1( )J q t  , то, згідно визначення W  і 

того, що  1( )J q t  , отримуємо 1( )q t W . Останнє протирічить 

зробленому припущенню. Таким чином,  1( ) .J q t   

Оскільки гамільтоніан H  зберігається, то 

     22 (1) (0)
1 1 1

1 1( ) ( ) ( ) .
2 2

J q t q t J q t q J q       

Отримане протиріччя показує, що ( )q t W  для всіх 0t  , для яких q  

визначене. Отже, розв’язок існує при всіх 0.t   

Оскільки рівняння (1) інваріантне відносно заміни t  на t , то 

розв’язок визначено при всіх .t  Теорему доведено. □ 
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Теорема 3 є дискретним аналогом одного результату Сеттінджера 

([11]), що відноситься до нелінійного хвильового рівняння. Зокрема, вона 

дає існування та єдиність глобальних розв’язків задачі Коші у випадку, 

коли початкові дані достатньо малі в 2l -нормі.  

Оскільки множина початкових даних із теореми 1 відкрита і містить 

нульові дані, то отримуємо 

Наслідок 2. Нехай 3( )
3

n
n

dV r r , де nd  – обмежена послідовність, 

оператор A  від’ємно визначений. Тоді існує таке 0  , що для будь-яких 
(0) (1) 2,q q l  з (0)q   і (1)q   задача Коші має єдиний глобальний 

розв’язок. 

Анотація: 

В даній роботі розглядається питання коректності задачі Коші для 

системи  

1 1 1( ) ( ) ( ),n n n n n n n n nq U q a q q a q q n          , 

з кубічним потенціалом, де nq – узагальнена координата n -го осцилятора. 

Ключові слова: 

Ланцюг осциляторів, потенціал, гамільтоніан, глобальний розв’язок 

задачі Коші. 
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