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Передмова

Олiмпiадна математика з року в рiк активно розвивається. З’являються
новi тенденцiї, змiнюються деякi традицiї. Аналiз результатiв математичних
олiмпiад України свiдчить про потребу у вдосконаленнi методiв навчання
розв’язувати геометричнi задачi високого рiвня складностi.

Автори цього навчально-методичного посiбника ставили перед собою
за мету розкрити кращi сучаснi прийоми розв’язування олiмпiадних задач.
Вперше у вiтчизнянiй методичнiй лiтературi дослiджено специфiку методiв
розв’язування та рiвень складностi задач, пропонованих рiзними країнами
на нацiональних олiмпiадах.

Посiбник складається з двох частин. У першiй частинi допитливий читач
знайде новi красивi використання опорних задач-фактiв i задач-методiв
олiмпiадної геометрiї, теоретичнi новинки до розв’язування планiметричних
задач на обчислення, а також сучаснi доведення класичних теорем планiмет-
рiї та їх використання. У другiй частинi наведено з повними розв’язаннями
70 олiмпiадних задач, якi у 2012 та 2013 роках пропонувалися учням на
математичних олiмпiадах найвищого рiвня.

Фактично усi задачi i твердження посiбника супроводжуються рисунком.
Виконуючи рисунок, ми прагнули зробити його максимально вiдповiдним
до умови задачi та способу її розв’язування. Працюючи над посiбником, ми
радимо читачам робити кiлька рисункiв до задачi: спочатку такий, який
вiдповiдає безпосередньо умовi, потiм послiдовно виконувати усi необхiднi
добудови. Рисунки до задач, якi пропонуємо ми, є орiєнтиром для цього.
При цьому пам’ятайте, що якiсно виконаний рисунок це зручний для
сприйняття наочний спосiб запису умови задачi, часто вiн є помiчником при
розв’язуваннi задачi, «пiдказує» правильний хiд мiркувань.

Посiбник безперечно буде корисним творчо працюючим вчителям ма-
тематики, обдарованим учням загальноосвiтнiх шкiл та лiцеїв, студентам
педагогiчних унiверситетiв, якi навчаються за спецiальнiстю «Математика»,
та всiм тим, хто цiкавиться вiчно молодою геометрiєю.

Успiх на захоплюючому та тернистому шляху вивчення улюбленої на-
уки супроводжує тих, хто не дозволяє задачам звалюватися на голову
зненацька! ,

Вересень 2014 року В’ячеслав Ясiнський
Олексiй Панасенко





Частина 1

Вибранi методи розв’язування
олiмпiадних задач з геометрiї



Роздiл 1

Опорнi задачi-факти
олiмпiадної геометрiї

Теоретична частина шкiльного курсу геометрiї мiстить в основному тео-
реми, якi є необхiдними для подальшого вивчення цiєї теорiї. Iз неї виключе-
нi багато фактiв, якi не працюють на саму теорiю, а iснують у нiй окремо вiд
усiх iнших. Але шкiльний курс геометрiї це не тiльки аксiоми i теореми, якi
розглянутi у пiдручнику. Шкiльна геометрiя це також (а може, й насампе-
ред) мистецтво розв’язувати геометричнi задачi. Мистецтво ж розв’язувати
геометричнi задачi ґрунтується на гарному знаннi теоретичної частини кур-
су, знаннi достатньої кiлькостi геометричних фактiв, що не увiйшли в цей
курс, i володiннi певним арсеналом прийомiв i методiв розв’язання геоме-
тричних задач. Тому представляється корисним видiлити деяку множину
задач (будемо називати їх опорними), в яких формулюється якийсь факт,
що досить часто використовується в задачах, або iлюструється якийсь ме-
тод або прийом розв’язування геометричних задач. Вiдповiдно, ми будемо
розрiзняти два рiзновиди опорних задач: задача-факт (задача-теорема) i
задача-метод. У цьому роздiлi ми розглянемо опорнi задачi першого типу.
Задачi другого типу матерiал наступного роздiлу.

В якостi прикладiв, що iлюструють поняття «опорна задача-факт», можна
навести багато теорем елементарної геометрiї, що не увiйшли в дiючий курс
шкiльної геометрiї.

1.1. Про метричнi спiввiдношення для дотичних
кiл

Взаємне розташування двох кiл вивчається в курсi геометрiї 7 класу,
зокрема дотик двох кiл, а от метричнi спiввiдношення вiдрiзкiв, пов’язаних з
колом, вивчаються в курсi геометрiї 8 класу, у темi: «Подiбнiсть трикутни-
кiв». Розрiзняють два способи дотику: внутрiшнiй та зовнiшнiй. Для обох
випадкiв: точка дотику i центри обох кiл колiнеарнi, тобто лежать на
однiй прямiй. У цiй лекцiї ми зупинимося на зв’язцi двох кiл, якi дотикаю-
ться внутрiшнiм чи зовнiшнiм чином, вивчимо метричнi спiввiдношення
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цiєї зв’язки кiл та продемонструємо їх застосування для розв’язування олiм-
пiадних задач.

Розглянемо на площинi два колаω1 iω2 з центрами O1 i O2 та радiусами
r1 i r2 вiдповiдно, причому r1 < r2. Нехай цi кола дотикаються в точцi S
(внутрiшнiм чи зовнiшнiм чином).

Лема 1.1. Через точку S провели пряму, яка перетинає вдруге колоω1 в
точцi A1, а колоω2 в точцi A2. Тодi:

а) O1A1 ‖ O2A2;

б)
SA1

SA2
=

r1

r2
.

Доведення. а) Для обох способiв дотику точки O1, O2 i S лежать на
однiй прямiй, тому ∠A2SO2 = ∠A1SO1 (див. рис. 1.1).

O1

O2

ω1

ω2

S
A2

A1

а)

O1
O2

ω1

ω2

S

A2A1

б)
Рис. 1.1.

Трикутники SO2A2 i SO1A1 рiвнобедренi, тому ∠A2SO2 = ∠SA2O2 i
∠A1SO1 = ∠SA1O1. Звiдки слiдує, що ∠SA2O2 = ∠SA1O1, тобто O1A1 ‖ O2A2.

б) Оскiльки трикутники SO1A1 i SO2A2 подiбнi (за двома кутами), то
SA1

SA2
=

SO1

SO2
,

тобто
SA1

SA2
=

r1

r2
,

що i треба було довести. �

Лема 1.2. Через точку S провели двi рiзнi прямi a i b, якi вiдповiдно пере-
тинають вдруге колоω1 в точках A1 i B1, а колоω2 в точках A2 i B2. Тодi
A1B1 ‖ A2B2.

Доведення. Для обох способiв дотику (див. рис. 1.2) за результатом ле-
ми 1.1, маємо:

SA1

SA2
=

r1

r2
i

SB1

SB2
=

r1

r2
,
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тобто
SA1

SA2
=

SB1

SB2
.

A1

B1

S

ω1

ω2

A2

B2

а)

S

B1

A1

ω1 ω2

A2

B2

б)
Рис. 1.2.

Оскiльки ∠A1SB1 = ∠A2SB2, то трикутники A1SB1 i A2SB2 подiбнi (за
пропорцiйнiстю двох сторiн i кутом мiж ними). З подiбностi цих трикутникiв
випливає, що ∠SA1B1 = ∠SA2B2, тобто A1B1 ‖ A2B2, що i треба було довести.
�

Лема 1.3. Через точку S провели двi рiзнi прямi a i b, якi вiдповiдно пере-
тинають вдруге колоω2 в точках A i B. Нехай AP i BQ дотичнi до колаω1
(P i Q точки дотику). Тодi має мiсце спiввiдношення

AP
BQ
=

SA
SB

.

Доведення. Нехай прямi SA i SB перетинають вдруге колоω1 вiдповiдно
в точках A1 i B1 (див. рис. 1.3). Тодi за результатом попередньої леми маємо:
AB ‖ A1B1 i трикутники SAB та SA1B1 подiбнi.

За теоремою про дотичну i сiчну, одержуємо: AP2 = AS · AA1 i BQ2 =
BS · BB1. Подiливши першу рiвнiсть на другу, одержимо:

AP2

BQ2
=

SA
SB
·

AA1

BB1
.

Оскiльки AB ‖ A1B1, то за узагальненою теоремою Фалеса:

AA1

BB1
=

SA1

SB1
,

а з подiбностi трикутникiв SAB та SA1B1, одержуємо:

SA1

SB1
=

SA
SB

.
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A1
S

ω1

ω2

A

P B1

Q

B

а)

S

B1

ω1

ω2

AA1

B

P

Q

б)
Рис. 1.3.

З останнiх трьох рiвностей, маємо:

AP2

BQ2
=

SA
SB
·

AA1

BB1
=

SA
SB
·

SA1

SB1
=

SA
SB
·

SA
SB
=

SA2

SB2
,

тобто
AP
BQ
=

SA
SB

,

що i треба було довести. �

Олiмпiаднi задачi

Задача 1.1. Два кола дотикаються одне одного в точцi P. Пряма, яка
дотикається меншого кола в точцi A, перетинає бiльше в точках B i C . Дове-
дiть, що промiнь PA є бiсектрисою кута BPC або сумiжного з ним.

(Мiжнародне математичне змагання, Люксембург, 1980 р.)

Розв’язання. Виконаємо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi; при цьому
можливi два варiанти дотику кiл: внутрiшнiй i зовнiшнiй (див. рис. 1.4).

Використовуючи лему 1.3, одержуємо, що
BA
CA
=

PB
PC

.

Доведемо, що коли виконується це спiввiдношення, то PA бiсектриса
кута BPC або сумiжного з ним. Для цього опустимо перпендикуляри AM i
AN на прямi PB i PC вiдповiдно. Нехай PH висота трикутника BPC . Для
кожного з випадкiв малюнки зробiть самостiйно. Тодi трикутники BHP i
BMA подiбнi (вони прямокутнi i мають спiльний гострий кут). Аналогi-
чно, подiбними будуть трикутники CHP i CNA. З подiбностi першої пари
трикутникiв, одержуємо:

BA
BP
=

AM
PH

.
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A
BC

P

а)

AB C

P

б)
Рис. 1.4.

З подiбностi другої пари трикутникiв, одержуємо:
CA
C P
=

AN
PH

.

З того, що
BA
CA
=

PB
PC

, одержуємо
BA
BP
=

CA
C P

. Тому

AM
PH
=

AN
PH

i AM = AN , тобто точка A рiвновiддалена вiд прямих PB i PC . А це i озна-
чатиме, що PA бiсектриса кута BPC або сумiжного з ним, що i завершує
доведення. �

Задача 1.2. НехайΩ описане коло трикутника ABC ,ω вписане ко-
ло цього трикутника. Центр колаω позначено через I , а через D точку
дотику вписаного кола зi стороною BC . Розглянемо коло ρ, яке дотикається
внутрiшнiм чином кола Ω в точцi T , а кола ω в точцi D. Доведiть, що
∠AT I = 90◦.

(В’єтнамська математична олiмпiада, 2007 р.)

Розв’язання. Нехай E i F точки дотику вписаного колаω зi сторонами
AC i AB вiдповiдно (див. рис. 1.5). Використовуючи лему 1.3, одержуємо:

T B
T C
=

BD
C D
=

BF
C E

.

Отже,
T B
T C
=

BF
C E

i ∠T BF = ∠T C E (бо ∠T BA= ∠T CA як вписанi, що спираю-

ться на спiльну дугу кола).
Тодi трикутники T BF i T C E подiбнi (за пропорцiйнiстю двох сторiн i

кутом мiж ними). З подiбностi цих трикутникiв випливає, що їх зовнiшнi
кути при вершинах F i E рiвнi, тобто ∠T FA = ∠T EA. Ця рiвнiсть кутiв
означатиме циклiчнiсть точок T , F , E i A. Крiм того, точки F , I , E, A також
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A

B CD

E

F
I

T

ω

Ω
ρ

Рис. 1.5.

циклiчнi, бо ∠AF I = 90◦ = ∠AEI (радiуси, проведеннi в точки дотику, пер-
пендикулярнi до дотичних). Тому усi п’ять точок T , F , I , E i A є циклiчними,
тобто лежать на одному колi. Звiдки, за властивiстю вписаних кутiв маємо:
∠AT I = ∠AF I = 90◦, що i треба було довести. �

Задача 1.3. Нехай Ω описане коло чотирикутника ABC D,ω коло,
яке дотикається внутрiшнiм чином кола Ω в точцi T , а вiдрiзкiв BD i AC в
точках E i F вiдповiдно. Позначимо через P точку перетину прямих EF i
AB. Доведiть, що T P бiсектриса кута AT B.

(Математична олiмпiада Пiвденної Кореї, 2006 р.)

Розв’язання.

A

B C

D

E

F

K

L
OP

T

Ω

ω

Рис. 1.6.

Нехай AK i BL перпендикуляри,
опущенi з точок A i B на пряму EF , O
точка перетину дiагоналей AC i BD да-
ного чотирикутника (див. рис. 1.6).

Для того, щоб довести, що T P
бiсектриса кута AT B, достатньо дове-
сти, що

AT
BT
=

AP
BP

.

Застосуємо лему 1.3 до точок A i B ко-
ла Ω:

AT
BT
=

AF
BE

.

Залишилося довести, що
AF
BE
=

AP
BP

.
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Оскiльки OE = OF , як вiдрiзки дотичних, що проведенi до колаω iз точки
O, то ∠AFK = ∠OF E = ∠OEF = ∠BEL, тобто ∠AFK = ∠BEL. Це означає, що
прямокутнi трикутники AKF i BLE подiбнi. З подiбностi цих трикутникiв,
одержуємо:

AF
BE
=

AK
BL

.

Оскiльки ∠APK = ∠BP L, як вертикальнi, то прямокутнi трикутники AKP i
BLP подiбнi. З подiбностi цих трикутникiв, одержуємо:

AK
BL
=

AP
BP

.

З останнiх двох пропорцiй одержуємо, що
AF
BE
=

AP
BP

,

що i треба було довести. �

Задача 1.4. Нехай Ω описане коло трикутника ABC , ω коло, яке
дотикається внутрiшнiм чином колаΩ в точцi T , а сторiн AB i AC в точках
P i Q вiдповiдно. Нехай S точка перетину прямих AT i PQ. Доведiть, що
∠SBA= ∠SCA.

(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Молдова, 2007 р.)

Розв’язання.

A

B

C
K

L

M

P

Q

S

T

Ω

ω

Рис. 1.7.

Опустимо перпендикуляри SM ,
SL, T K з точок S i T на прямi AC , AB,
BC вiдповiдно (див. рис. 1.7). Засто-
суємо лему 1.3 до точок C i B кола
Ω:

BP
CQ
=

BT
C T

.

Оскiльки P i Q точки дотику,
то AP = AQ, тобто трикутник рiвно-
бедрений. А це означає, що ∠BPS =
∠CQS i трикутники SLP i SMQ
подiбнi.

Крiм того, ∠T BC = ∠TAC i
∠T CB = ∠TAB, як вписанi, що спи-
раються на одну i ту ж саму дугу ко-
ла. Це означає, що

∆BKT ∼∆AMS i ∆CKT ∼∆ALS.

Тому
PS
QS
=

SL
SM
=

SL/T K
SM/T K

=
AS/T C
AS/T B

=
T B
T C
=

BP
CQ

,
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тобто
PS
QS
=

PB
QC

. Оскiльки ∠BPS = ∠CQS, то трикутники BPS i CQS подi-

бнi. Звiдки й слiдує, що ∠PBS = ∠QCS. �

Задача 1.5. Колоω проходить через вершини B i C заданого трикутника
ABC так, що точка A знаходиться всерединi цього кола. Коло δ дотикається
внутрiшнiм чином до колаω в точцi T , а до сторiн AB i AC в точках P i Q
вiдповiдно. Нехай M середина дуги BC , яка мiстить точку T . Доведiть, що
прямi PQ, BC i M T перетинаються в однiй точцi.

Розв’язання. Нехай K точка перетину прямих PQ i BC , а K ′ точка
перетину прямих M T i BC (рис. 1.8). Застосуємо теорему Менелая1 для
трикутника ABC i прямої PQK:

BK
KC
·

CQ
QA
·

AP
PB
= 1.

Оскiльки AP = AQ, то iз цього спiввiдношення матимемо:
KB
KC
=

BP
CQ

.

A

B C
K

M

P
Q

T

ω

δ

Рис. 1.8.

Далi, оскiльки M середина
дуги BT C кола ω, то T K ′ бi-
сектриса зовнiшнього кута три-
кутника BT C при вершинi T
(це випливає iз результату зада-
чi 1.1). Тому має мiсце спiввiдно-
шення

K ′B
K ′C

=
T B
T C

.

Оскiльки за результатом
леми 1.3 виконується спiввiдно-
шення

BP
CQ
=

T B
T C

,

то
K ′B
K ′C

=
KB
KC

, тобто точки K i K ′ спiвпадають. �

Задача 1.6. Два колаω1 iω2 дотикаються внутрiшнiм чином до колаω
в точках M i N вiдповiдно. Двi внутрiшнi спiльнi дотичнi до кiлω1 iω2 пере-
тинають колоω в чотирьох точках. Нехай B i C двi iз них, якi лежать по
один бiк вiд прямої MN . Доведiть, що пряма BC паралельна однiй iз зовнiшнiх
спiльних дотичних до кiлω1 iω2.

1Теорема 4.6 на сторiнцi 115.
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Розв’язання. Нехай спiльна зовнiшня дотична кiл ω1 i ω2, яка лежить
мiж MN i BC , перетинає коло ω в точках P i Q, дотикається кiл ω1 i ω2 в
точках E i F вiдповiдно. Також, внутрiшнi спiльнi дотичнi кiл ω1 i ω2, якi
перетинаютьω в точках B i C , дотикаються до кiлω1 iω2 в точках G i H та L
i K вiдповiдно (рис. 1.9).

A

B

C

E
F

G

H
L

K
M N

P

Q

X Y

ω

ω1

ω2

Рис. 1.9.

Тодi за результатом задачi
1.1, M E i N F перетинаютьω в
точцi A, яка є серединою дуги
PQ, а чотирикутник M EFN
циклiчний. Для доведення па-
ралельностi PQ i BC нам треба
довести, що A середина ду-
ги BC , тобто, що AB = AC .

Для цього проведемо доти-
чнi AX i AY iз точки A до кiлω1
iω2. Тодi, за теоремою про до-
тичну i сiчну, маємо:

AX 2 = AM ·AE = AN ·AF = AY 2,

тобто AX = AY . Далi, за резуль-
татом леми 1.3, виконуються
спiввiдношення:

MA
AX
=

MB
BG
=

MC
C L

,

а за теоремою Птоломея для чотирикутника MBAC (див. теорему 4.3 на
сторiнцi 101), виконується й таке спiввiдношення:

MA · BC = MB · AC +MC · AB.

Одержуємо:

AX · BC = BG · AC + C L · AB.

Аналогiчно, одержуємо:

AY · BC = BH · AC + CK · AB.

Враховуючи, що AX = AY , iз останнiх двох рiвностей одержуємо:

BG · AC + C L · AB = BH · AC + CK · AB,

тобто

(C L − CK) · AB = (BH − BG) · AC ,

LK · AB = GH · AC .

Оскiльки LK = GH, то AB = AC , що i треба було довести. �
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1.2. Леми Карно

Серед багатьох олiмпiадних геометричних задач, є такi, що мiстять вимо-
гу: «Довести, що три прямi перетинаються в однiй точцi». Основна труднiсть
полягає у вдалому виборi способу розв’язування. Пропонуємо один iз них,
який, на наш погляд, дозволяє зняти цю проблему. Суть його полягає у вико-
ристаннi наступних тверджень.

Теорема 1.1. Нехай A, B, C , D чотири рiзнi точки площини. Прямi AB i
C D будуть взаємно перпендикулярними тодi i тiльки тодi, коли виконується
така рiвнiсть

CA2 − CB2 = DA2 − DB2.

Доведення. Одне iз доведень цiєї теореми може бути, наприклад, таким.
Маємо

CA2 − CB2 = DA2 − DB2⇔
�

CA2 − CB2
�

−
�

DA2 − DB2
�

= 0

Але
�

CA2 − CB2
�

−
�

DA2 − DB2
�

=
�

#  ”
CA

2
− #  ”

CB
2�

−
�

#  ”
DA

2
− #  ”

DB
2�

=

=
�#  ”
CA − #  ”

CB
� �#  ”

CA +
#  ”
CB

�

−
�#  ”
DA − #  ”

DB
� �#  ”

DA +
#  ”
DB

�

=

=
# ”
BA

�#  ”
CA +

#  ”
CB

�

− # ”
BA

�#  ”
DA +

#  ”
DB

�

=

=
# ”
BA

�#  ”
CA +

#  ”
CB − #  ”

DA − #  ”
DB

�

=

=
# ”
BA

��#  ”
CA − #  ”

DA
�

+
�#  ”
CB − #  ”

DB
��

=

=
# ”
BA

�#   ”
C D +

#   ”
C D

�

= 2
# ”
BA · #   ”

C D .

Таким чином, CA2 − CB2 = DA2 − DB2 ⇔ 2
# ”
BA · #   ”

C D = 0⇔ # ”
AB ⊥ #   ”

C D ⇔
AB ⊥ C D, що i треба було довести. �

Теорема 1.2 (Про точку в площинi прямокутника). Для довiльного пря-
мокутника ABC D i довiльної точки M виконується рiвнiсть

MA2 +MC2 = MB2 +M D2.

Доведення. Довести цю теорему можна аналогiчно. Дiйсно,

MA2 +MC2 = MB2 +M D2⇔
�

MA2 −MB2
�

+
�

MC2 −M D2
�

= 0.

Нехай O точка перетину дiагоналей прямокутника ABC D. Тодi
�

MA2 −MB2
�

+
�

MC2 −M D2
�

=
�

#   ”
MA

2
− #    ”

MB
2�

+
�

#    ”
MC

2
− #    ”

M D
2�

=

=
�#   ”
MA − #    ”

MB
� �#   ”

MA +
#    ”
MB

�

+
�#    ”
MC − #    ”

M D
� �#    ”

MC +
#    ”
M D

�

=

=
# ”
BA ·

�#   ”
MA +

#    ”
MB

�

+
#   ”
DC

�#    ”
MC +

#    ”
M D

�

=

=
# ”
BA ·

�#   ”
MA +

#    ”
MB

�

− # ”
BA

�#    ”
MC +

#    ”
M D

�

=
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=
# ”
BA ·

�#   ”
MA − #    ”

M D +
#    ”
MB − #    ”

MC
�

=
# ”
BA ·

�#  ”
DA +

#  ”
CB

�

=
# ”
BA · 2#  ”

CB = 0,

що i треба було довести. �

Справедливiсть цих лем можна легко довести за допомогою методу коор-
динат.

Олiмпiаднi задачi

Задача 1.7. На сторонах трикутника ABC зовнi його побудованi прямо-
кутники AA2B1B, BB2C1C , CC2A1A. Доведiть, що серединнi перпендикуляри
вiдрiзкiв A1A2, B1B2, C1C2 перетинаються в однiй точцi.

(Всеукраїнська олiмпiада, 1987 р.)

Розв’язання. Нехай M точка перетину серединних перпендикулярiв
вiдрiзкiв A1A2 i B1B2 (доведiть, що вона iснує). Тодi MA1 = MA2 i MB1 = MB2.
Треба довести, що MC1 = MC2 (див. рис. 1.10).

Отже, за теоремою 1.2 одержуємо:

MA2 +MB2
1 = MA2

2 +MB2,

MB2 +MC2
1 = MB2

2 +MC2,

MA2 +MB2
1 = MA2

2 +MB2

Додамо цi три рiвностi i врахуємо, що MA1 = MA2 i MB1 = MB2. Дiстанемо
MC2

1 = MC2
2 . Звiдки MC1 = MC2. Отже, серединний перпендикуляр вiдрiзка

проходить через точку M , що i треба було довести. �

A

B

C

A1

A2

B1

B2

C1

C2

M

A

B

C

D

E

F

P

Рис. 1.10. Рис. 1.11.

Задача 1.8. Нехай ABC DEF опуклий шестикутник, в якому AB = BC ,
C D = DE, EF = FA. Доведiть, що прямi, якi проходять через точки A, C , E
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перпендикулярно до прямих FB, BD, DF вiдповiдно, перетинаються в однiй
точцi.

(Iрландiя, 1999 р.)

Розв’язання. Нехай P точка перетину прямих, що проходять через
точки A i C вiдповiдно перпендикулярно до прямих FB i BD (рис. 1.19). Тодi
за теоремою 1.1 маємо:

AP ⊥ FB⇔ PF2 − PB2 = AF2 − AB2,

C P ⊥ BD⇔ PB2 − PD2 = CB2 − C D2.

Додавши цi двi рiвностi i врахувавши рiвностi AB = BC , C D = DE, EF = EA,
одержимо:

PF2 − PD2 = EF2 − ED2⇔ PE ⊥ DF,

що i треба було довести. �

Задача 1.9. Дано чотирикутник ABC D, в якому AB = AD i ∠ABC =
∠ADC = 90◦. На сторонах BC i C D вибранi точки F i E вiдповiдно так, що
DF ⊥ AE. Доведiть, що AF ⊥ BE.

(Румунiя, 1994 р.)

Розв’язання.

A

B

C

D

EF

Рис. 1.12.

Застосовуючи теорему 1.1 (див. рис. 1.12),
одержимо:

AE ⊥ DF ⇔ AF2 − AD2 = EF2 − ED2⇔

⇔ AB2 + BF2 − AD2 = EF2 − AE2 + AD2.

(тут ми скористалися теоремою Пiфагора для пря-
мокутних трикутникiв ABF i ADE). Оскiльки AB =
AD, то остаточно матимемо:

AE ⊥ DF ⇔ BF2 − AB2 = EF2 − AE2⇔

⇔ AB2 − AE2 = FB2 − F E2

⇔ AF ⊥ BE,

що i треба було довести. �

Задача 1.10. Дано опуклий п’ятикутник ABC DE, в якому AB = BC i
∠BAE = ∠BC D = 90◦. Всерединi його вiдмiтили таку точку X , що AX ⊥ BE i
CX ⊥ BD. Доведiть, що BX ⊥ DE.

(Польща, 1994 р.)

Розв’язання.
Застосовуючи теорему 1.1 (див. рис. 1.13), одержимо:
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A

B

C D

E
X

Рис. 1.13.

AX ⊥ BE⇔ AB2 − AE2 = X B2 − X E2⇔

CX ⊥ BD⇔ X B2 − X D2 = CB2 − C D2.

Додавши цi двi одержанi рiвностi i вра-
хувавши, що BA= BC , пiсля спрощен-
ня ми одержуємо:

−X D2 − AE2 = X E2 − C D2,

тобто

X E2 − X D2 = AE2 − C D2.

Далi, за теоремою Пiфагора з трику-
тникiв BAE i BC D, одержимо таку рiв-
нiсть:

X E2−X D2 =
�

BE2 − BA2
�

−
�

BD2 − BC2
�

,

тобто

X E2 − X D2 = BE2 − BD2 ⇔ BX ⊥ DE,

що i треба було довести. �

Задача 1.11. У гострокутному трикутнику ABC ∠A< 45◦. Точка D ле-
жить всерединi трикутника AB так, що BD = C D i ∠BC D = 4∠A. Точка E
симетрична до точки C вiдносно прямої AB, а точка F симетрична до точки
B вiдносно прямої AC . Доведiть, що AD ⊥ EF .

(США, 2007 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 1.14).

A

B C

D

E

F

Рис. 1.14.

Нехай BC = a, CA =
b, AB = c довжини
сторiн трикутника ABC .
Оскiльки точка E симе-
трична до точки C вiдно-
сно прямої AB, то AE =
AC = b. Аналогiчно AF =
AB = c. Крiм того, BE =
BC = a i C F = CB = a,
тобто BE = BC = C F = a.
Тому

AE2 − AF2 = b2 − c2.

Обчислимо таку рiзницю квадратiв: DE2−DF2. Для цього позначимо кути
трикутника ABC: ∠A= α, ∠B = β , ∠C = γ. Тодi ∠BDC = 4α, де 0◦ < α < 45◦.
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Оскiльки трикутник BDC рiвнобедрений, то ∠DBC = ∠DCB = 90◦ − 2α, а
iз заданої симетрiї випливає, що ∠CBE = 2β . Тодi

∠DBE = ∠CBE − CBD = 2β − (90◦ − 2α) = 2α+ 2β − 90◦.
Оскiльки α + β + γ = 180◦, то остаточно ∠DBE = 270◦ − 2γ. Аналогiчно,
∠DC F = 270◦ − 2β . Тому, використовуючи теорему косинусiв, можна обчи-
слити шукану рiзницю квадратiв:

DE2 − DF2 = BE2 + BD2 − 2 · BE · BD · cos (270◦ − 2γ)−

− C F2 − C D2 + 2 · C F · C D · cos (270◦ − 2β) =
= 2 · a · BD · (sin 2γ− sin2β) .

Оскiльки BD =
a

2sin 2α
, то шукана рiзниця квадратiв:

DE2 − DF2 = a2 ·
sin 2γ− sin2β

sin 2α
Теорема 1.1 забезпечить потрiбну перпендикулярнiсть AP ⊥ EF , якщо ми

доведемо таку рiвнiсть:
sin 2γ− sin 2β

sin2α
=

b2 − c2

a2
.

Використовуючи формулу для синуса подвiйного аргументу та теореми си-
нусiв i косинусiв для трикутника ABC , матимемо:

sin2γ− sin 2β
sin2α

=
2 sinγ cosγ− 2sinβ cosβ

2sinα cosα
=

=
sinγ
sinα

·
cosγ
cosα

−
sinβ
sinα

·
cosβ
cosα

=

=
c
a
·

a2+b2−c2

2ab
b2+c2−a2

2bc

−
b
a
·

a2+c2−b2

2ac
b2+c2−a2

2bc

=

=
c2

a2
·

a2 + b2 − c2

b2 + c2 − a2
−

b2

a2
·

a2 + c2 − b2

b2 + c2 − a2
=

=
a2c2 + b2c2 − c4 − a2 b2 − b2c2 + b4

a2 (b2 + c2 − a2)
=

=
b4 − c4 + a2c2 − a2 b2

a2 (b2 + c2 − a2)
=

=

�

b2 − c2
� �

b2 + c2
�

− a2
�

b2 − c2
�

a2 (b2 + c2 − a2)
=

=

�

b2 − c2
� �

b2 + c2 − a2
�

a2 (b2 + c2 − a2)
=

b2 − c2

a2
,

що i треба було довести. �
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1.3. Теорема про дiаметри вписаного i
зовнiвписаного кiл трикутника

В олiмпiаднiй геометрiї з’явилися задачi, для розв’язання яких потрiбно
використовувати результат однiєї олiмпiадної задачi, у якої вже досить довге
iсторичне минуле.

Теорема 1.3. Нехай вписане коло трикутника ABC дотикається сторо-
ни BC у точцi D, DT його дiаметр. Якщо X точка перетину прямої AT
зi стороною BC , то точка X точка дотику зовнiвписаного кола трику-
тника ABC i BD = CX .

Доведення.

A

B CD

E
F

T

S

X

Y

Z

Рис. 1.15.

Не порушуючи загальностi, будемо
вважати, що AB ¾ AC . Розглянемо гомо-
тетiю з центром у точцi A i коефiцiєнтом

k =
ra

r
. При цiй гомотетiї вписане коло

трикутника ABC вiдображається в зовнiв-
писане коло цього трикутника, яке доти-
кається сторони BC (див. рис. 1.15). Вiдрi-
зок DT , який є дiаметром вписаного кола
i перпендикулярний BC , вiдображається в
дiаметр зовнiвписаного кола, який також
буде перпендикулярний до BC , а тому кiн-
цем цього дiаметра буде точка дотику, яка
разом iз точками A i T лежить на однiй пря-
мiй, тобто SX дiаметр зовнiвписаного
кола, де S точка, у яку вiдображається
точка D.

Тепер залишається довести, що BD =
CX . Нехай вписане коло трикутника ABC
дотикається сторiн AB i AC вiдповiдно в то-
чках F i E, а розглянуте зовнiвписане коло
дотикається продовжень сторiн AB i AC вiд-
повiдно в точках Z i Y . Тодi, за теоремою

про рiвнiсть дотичних до кола, що проведенi iз однiєї точки, матимемо:

2BD = BF + BX + X D = BF + BZ + X D = F Z + X D =
= EY + X D = EC + CY + X D = DC + X C + X D =
= 2CX .

Таким чином, обидва твердження теореми 1.3 доведено. �
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Олiмпiаднi задачi

Задача 1.12. Нехай ABC D рiвнобедрена трапецiя, AB ‖ C D. Коло ω
вписане в трикутник BC D i дотикається сторони C D в точцi E. Нехай F
точка, яка лежить на бiсектрисi кута DAC так, що F E ⊥ C D. Описане коло
трикутника AC F перетинає пряму C D у двох точках C i G. Доведiть, що
трикутник AFG рiвнобедрений.

(США, 1999 р.)

Розв’язання.

ω

A B

CD E

F

TG
K

I

Рис. 1.16.

Розглянемо коло з центром
I , яке вписане в трикутник ADC ,
яке дотикається до сторони DC
у точцi K (див. рис. 1.16). То-
дi точка I належить бiсектрисi
AF кута DAC . Оскiльки трапецiя
ABC D рiвнобедрена, то DK =
C E, тобто DE = CK .

Оскiльки IK ⊥ C D i F E ⊥ C D,
то за результатом леми 1.3 одер-
жуємо, що F центр зовнiвписа-
ного кола трикутника DAC , яке
дотикається сторони C D. Нехай
це коло дотикається до прямої AC
у точцi T . Тодi трикутники F EG i
F TA рiвнi мiж собою, бо вони
прямокутнi, F E = F T i ∠FAT = ∠FGE (адже за властивiстю вписаних кутiв:
∠FAC = ∠FGC). З рiвностi цих трикутникiв випливає рiвнiсть вiдповiдних
сторiн, тобто FA= FG, що i треба було довести.

�

Задача 1.13. На площинi задано колоω, пряма l, яка дотикається доω,
та точка M , яка лежить на l. Знайдiть множину усiх точок P, що задоволь-
няють таку умову: iснують двi точки Q i R, якi лежать на l, такi, що M
середина QR, а колоω вписане в трикутник PQR.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1992 р.)

Розв’язання.
Нехай B точка дотику колаω i прямої l, A точка, дiаметрально про-

тилежна точка до B (див. рис. 1.17).
Нехай P шукана точка. Зрозумiло, що точка P лежить разом iз точкою

A в однiй пiвплощинi вiдносно прямої l, причому зовнi колаω. Нехай K
точка перетину прямої PA з прямою l.
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ω

A

BK M

P

Q R l

Рис. 1.17.

За результатом теореми 1.3 мати-
мемо, що QB = RK. Оскiльки MQ =
MR, то M середина вiдрiзка BK.
Звiдси випливає, що коли задану то-
чку B симетрично вiдобразити вiдно-
сно заданої точки M , то точка P буде
лежати на продовженнi вiдрiзка KA
за точку A. Залишилося довести, що
кожна точка P цього продовження за-
довольняє умовi задачi. Дiйсно, не-
хай P одна iз точок цього продов-

ження. Нехай Q i R точки перетину дотичних до колаω з прямою l, прове-
дених iз точки P. Утворився трикутник PQR, у який вписано коло ω, яке
дотикається до сторони QR у точцi B. За результатом теореми 1.3 маємо, що
QB = RK . Залишилося довести, що задана точка M середина вiдрiзка QR.
Дiйсно, оскiльки за побудовою MK = MB i QB = RK , то

QM =QB − BM = KR− BM = KM + BR= KM +MR−MB = MR,

що i треба було довести.
Таким, чином, шуканою множиною точок P буде продовження вiдрiзка

KA за точку A. �

Задача 1.14. У трикутнику ABC , що задовольняє умову AB + BC = 3AC ,
вписане коло з центром I , яке дотикається до сторiн AB i BC у точках D i
E вiдповiдно. Нехай K i L точки, що симетричнi вiдповiдно до точок D i E
вiдносно точки I . Доведiть, що чотирикутник ACK L циклiчний, тобто
вписаний в деяке коло.

(Запропонована вiд Грецiї на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2005 р.)

Розв’язання. З умови задачi випливає, що точки K i L дiаметрально
протилежнi до точок D i E вiдповiдно (див. рис. 1.18).

A

B

C

D E

KL

XY

I

Рис. 1.18.

Враховуючи умову задачi на сторони три-
кутника, за теоремою про дотичнi вiдстанi до
вписаного кола, матимемо:

BD = BC =
AB + BC − AC

2
=

=
3AC − AC

2
= AC

Нехай X та Y точки перетину прямих
AL i CK зi сторонами BC i AB вiдповiдно. То-
дi, за результатами теореми 1.3, одержуємо,
що CX = BE = AC i AY = BD = AC . Звiдси
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випливає, що

∠LAC = ∠XAC = ∠AX C = 90◦ −
γ

2
i

∠KCA= ∠Y CA= ∠CYA= 90◦ −
α

2
,

де ∠A= α, ∠B = β , ∠C = γ кути трикутника ABC . Оскiльки LE ⊥ BC , то
∠X LE = 90◦−∠LX E = 90◦−

�

90◦ − γ

2

�

= γ

2 . Крiм того, навколо чотирикутника
BDI E можна описати коло, бо ∠BDI +∠BEI = 90◦ + 90◦ = 180◦. Оскiльки
BI бiсектриса кута ABC , то за властивiстю вписаних кутiв, матимемо:

∠K LE = ∠KDE = ∠I DE = ∠IBE =
β

2
.

Тому∠K LX = ∠K LE+∠ELX = β

2 +
γ

2 = 90◦− α
2 = ∠KCA, тобто чотирикутник

ACK L вписаний, що i треба було довести. �

Задача 1.15. У трикутнику ABC точка H ортоцентр, точка I
центр вписаного кола, а точка O центр описаного кола. Усi цi точки по-
парно рiзнi. Нехай K точка дотику вписаного кола зi стороною BC . Вiдомо,
що OI ‖ BC . Доведiть, що AO ‖ HK .

(Болгарiя, 2003 р.)

Розв’язання. Нехай M середина BC , K L дiаметр вписаного кола
трикутника ABC , T точка перетину прямої AL зi стороною BC (див.
рис. 1.20).

A

B C

H
O

K

L

T M

I

Рис. 1.19.

Тодi за результатом теореми 1.3
матимемо, що BK = C T i T M = MK.
Тому, з одного боку точка O лежить на
серединному перпендикулярi до вiд-
рiзка BC та вiдрiзка T K, а з другого
боку, за умовою задачi, точка O ле-
жить на серединному перпендикулярi
до вiдрiзка K L. Звiдси випливає, що
точка O центр описаного кола три-
кутника ABC , буде серединою вiдрiзка
T L. За теоремою про середню лiнiю
трикутника, одержуємо: OM = 1

2 K L
i OM ‖ K L. Крiм того, за теоремою
про вiдстанi вiд точки O до сторони
BC i вiд точки H до вершини A, маємо:
OM = 1

2AH i OM ‖ AH. Звiдси випли-
ває, що K L = HA i K L ‖ HA, тобто чотирикутник K LAH паралелограм.
Тому KH ‖ OA, що i треба було довести. �
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Задача 1.16. Нехай ω вписане коло трикутника ABC , яке дотикає-
ться сторiн BC i AC у точках D1 i E1 вiдповiдно. На сторонах BC i AC вiдмiти-
ли точки D2 i E2 вiдповiдно так, що C D2 = BD1 i C E2 = AE1. Нехай P точка
перетину вiдрiзкiв AD2 i BE2. Колоω перетинає вiдрiзок AD2 у двох точках,
найближчу до A iз яких позначено Q. Доведiть, що AQ = D2P.

(США, 2001 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 1.20). Оскiльки C D2 = BD1
i C E2 = AE1, то за результатом теореми 1.3 одержуємо, що точки Q i R
дiаметрально протилежнi до точок D1 i E1 у колiω, яке вписане в трикутник
ABC . Рiвнiсть вiдрiзкiв AQ i D2P будемо доводити за допомогою обчислення
їх довжини. Нехай BC = a, CA = b, AB = c довжини сторiн трикутника
ABC , ha, hb, hc їх вiдповiднi висоти, а r радiус колаω. Тодi, з подiбностi
вiдповiдних трикутникiв, одержуємо:

AQ
AD1

=
ha − 2r

ha
=

aha − 2ar
aha

=
2pr − 2ar

2pr
=

p− a
p

тобто

AQ
AD2

=
p− a

p
. (1)

A

B CD1D2

E1

E2

P

Q

R
I

Рис. 1.20.

Використовуючи формулу для обчислен-
ня дотичної вiдстанi, матимемо: BD1 = p − b,
C D1 = C E1 = p − c, AE1 = p − a. Далi, застосу-
ємо теорему Менелая для трикутника AD2C i
прямої BPE:

AP
PD2
·

D2B
BC
·

C E2

E2A
= 1.

Пiдставляючи значення вiдомих вiдрiзкiв,
матимемо:

AP
PD2
·

p− c
a
·

p− a
p− c

= 1,

тобто
AP
PD2

=
a

p− a
.

Звiдси випливає, що
AP
PD2

+ 1=
a

p− a
+ 1⇔

AD2

PD2
=

p
p− a

⇔
D2P
AD2

=
p− a

p
. (2)

З рiвностей (1) i (2) випливає, що AQ = D2P.
�
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1.4. Задача Вiктора Тебо та її застосування

У цьому параграфi ми розглянемо оригiнальну задачу, автором якої є
Вiктор Тебо видатний французький геометр минулого столiття. Десь мiж
1930 i 1940 роками вперше з’явився досить оригiнальний геометричний
шедевр, який нинi називають задачею Вiктора Тебо. Ось її формулювання:

Нехай ABC довiльний трикутник, D довiльна точка на сторонi AC ,
I1 центр кола, яке дотикається вiдрiзкiв AD, BD i описаного кола трику-
тника ABC , I2 центр кола, яке дотикається вiдрiзкiв C D, BD i описаного
кола трикутника ABC . Доведiть, що вiдрiзок I1I2 проходить через центр I
вписаного кола трикутника ABC , причому

I1I
I2I
= t g2ϕ

2
,

деϕ = ∠BDA.
Розв’язання цiєї задачi базуватиметься на таких допомiжних тверджен-

нях.
Теорема 1.4 (Лема Архiмеда). Якщо колоω2 дотикається внутрiшнiм

чином кола ω1 у точцi M i хорди AB кола ω1 у точцi N , то промiнь MN
проходить через середину дуги, яка доповнює дугу AMB до колаω1.

Доведення. Нехай O1 i O2 центри кiлω1 iω2. Оскiльки M точка до-
тику кiл, то точки M , O1 i O2 лежать на однiй прямiй. Нехай промiнь MN пе-
ретинаєω1 у точцi C . Доведемо, що C середина дуги AB колаω1 (рис. 1.21,
а).

ω1

ω2
A B

C

O1

O2

N

M

а)

ω1

ω2

A

B

C

O1

O2

N

M

б)
Рис. 1.21.

Дiйсно, рiвнобедренi трикутники MO1N i MO2C мають спiльний кут M
при основах. Тому, їх iншi два кути при їх основах рiвнi мiж собою. Звiдси ви-
пливає, що O1N ‖ O2C . Оскiльки O1N ⊥ AB, то i O2C ⊥ AB, тобто пряма O2C
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серединний перпендикуляр до хорди AB. А це означає, що C середина дуги
AB колаω1.

У випадку, коли ω1 i ω2 дотикаються зовнiшнiм чином у точцi M , то
промiнь N M проходить через середину дуги AMB кола ω1 (рис. 1.21, б).
Доведення аналогiчне. �

Теорема 1.5 (Теорема про «тризуб»). Якщо I та IC центри вписаного
i зовнiвписаного кiл трикутника ABC , а W точка перетину продовження
бiсектриси кута C з описаним колом трикутника ABC , то W I = W IC =
WA=W B.

Доведення. Нехай ∠A = α, ∠B = β , ∠C = γ кути трикутника ABC .
Оскiльки точка I точка перетину бiсектрис трикутника ABC , то за теоре-
мою про зовнiшнiй кут трикутника матимемо:

∠AIW =
α

2
+
γ

2
.

За теоремою про вписанi кути матимемо:

∠WAI = ∠WAB +∠BAI = ∠W CB +∠BAI =
γ

2
+
α

2
.

A B

C

W

I

IC

Рис. 1.22.

З цих двох останнiх рiвностей кутiв, отри-
муємо: ∠AIW = ∠WAI , тобто трикутник
AW I рiвнобедрений. Звiдси W I = WA (див.
рис. 1.22). Оскiльки CW бiсектриса вписано-
го кута ACB, то^AW =^W B, а з рiвностi дуг
випливає рiвнiсть вiдповiдних хорд, що їх стя-
гують: WA=W B.

Далi, оскiльки IC центр зовнiвписаного
кола трикутника ABC , то AIC i BIC бiсектриси
зовнiшнiх кутiв при вершинах A i B вiдповiдно.
Тому, вiдповiднi обчислення кутiв дають:

∠ICAW = ∠ICAB −∠WAB =
180◦ −α

2
−
γ

2
=
β

2
,

∠AW C = ∠ABC = β ,

∠AICW = ∠AW C −∠ICAW = β −
β

2
=
β

2
.

Таким чином, ∠AICW = ∠ICAW , тобто три-
кутник AW IC рiвнобедрений. Звiдки W IC =
WA, що i завершує доведення теореми. �
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Теорема 1.6. Якщо I центр вписаного кола трикутника ABC , W
точка перетину продовження бiсектриси кута C з описаним колом трику-
тника ABC , а пряма, що проходить через W , перетинає хорду AB у точцi P i
описане коло у точцi Q (Q 6=W ), то W I2 =W P ·WQ i∠C IQ = ∠I PQ.

Доведення. Розглянемо два подiбних трикутники WAP i WQA (за двома
кутами: ∠W спiльний, ∠WAP = ∠WQA). Дiйсно, (див. рис. 1.23)

∠WAP = ∠WAB = ∠W CB = ∠W CA= ∠WQA.

Тому, з подiбностi цих трикутникiв випливає пропорцiйнiсть вiдповiдних
сторiн:

W B
WQ

=
W P
W B

,

тобто W B2 = W P ·WQ. Оскiльки за теоремою про «тризуб» W I = W B, то
W I2 =W P ·WQ, тобто першу частину теореми доведено.

AB

C

W

I

P

Q

а)

AB

C

W

IC

P

Q

б)
Рис. 1.23.

Оскiльки W I2 =W P ·WQ, то
W I
W P

=
WQ
W I

.

Звiдси випливає, що трикутники W IQ та W PI (за пропорцiйнiстю двох сто-
рiн i кутом мiж ними). З подiбностi цих трикутникiв випливає рiвнiсть вiд-
повiдних кутiв: ∠W IQ = ∠W PI . З рiвностi цих кутiв випливає рiвнiсть сумi-
жних до них кутiв: ∠C IQ = ∠I PQ, що i завершує доведення всiєї теореми.

У випадку, коли замiсть точки I розглянути точку IC центр зовнiвпи-
саного кола трикутника ABC , то W IC

2 = W P ·WQ i ∠C ICQ = ∠IC PW (див.
рис. 1.23). �
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Теорема 1.7. Нехай D точка на сторонi AC трикутника ABC . Розгля-
немо коло, яке дотикається вiдрiзкiв BD, C D у точках M i K вiдповiдно, i
описаного кола трикутника ABC . Тодi пряма MK проходить через центр I
вписаного кола трикутника ABC .

Доведення. Нехай коло, яке дотикається вiдрiзкiв BD i C D вiдповiдно у
точках M i K, дотикається описаного кола трикутника ABC у точцi N вну-
трiшнiм чином. Тодi, за теоремою 1.4, промiнь NK перетинає описане коло
трикутника ABC у точцi W , яка є серединою дуги AC (див. рис. 1.24, а). Тодi
BW бiсектриса кута A, а тому проходить через I .

A C

B

W

V J

KD

M N

а)

A C

B

W

V

J

K D

M
N

б)
Рис. 1.24.

Нехай промiнь N M перетинає описане коло трикутника ABC у точцi V , а
пряма MK перетинає BW у точцi J . Оскiльки описанi кола трикутникiв ABC i
MKN дотикаються у точцi N , то MK ‖ VW . Тому∠KMN = ∠W V N = ∠W BN ,
тобто точки B, J , M , N циклiчнi. Звiдси випливає, що ∠BJN = ∠BMN . За
теоремою про кут мiж дотичною i хордою, що проведена в точку дотику,
маємо, що ∠MKN = ∠BMN , тобто ∠BJN = ∠MKN . Звiдси випливає, що
∠W JN = ∠W KJ , як сумiжнi до кутiв у попереднiй рiвностi. Далi, трикутни-
ки W JN i W KJ подiбнi (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв
випливає, що їхнi вiдповiднi сторони пропорцiйнi:

W J
W K

=
W N
W J

.

Звiдси випливає, що W J2 = W K ·W N . Але за теоремою 1.6 виконується
така рiвнiсть: W I2 = W K ·W N . Тому, з останнiх двох рiвностей випливає,
що W J = W I , тобто точки J та I спiвпадають, що i завершує доведення
теореми.

У випадку, коли точка D лежить на продовженнi AC за точку C , то пряма
MK проходить через центр IA зовнiвписаного кола трикутника ABC , що
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дотикається сторони BC (дивiться рис. 1.24, б). �

А тепер перейдемо до розв’язання задачi Вiктора Тебо. Згадаємо ще раз її
формулювання.

A

B

C

I1

I2

I

L KD

Рис. 1.25.

Нехай ABC довiльний трику-
тник, D довiльна точка на сторо-
нi AC , I1 центр кола, яке дотикає-
ться вiдрiзкiв AD, BD i описаного ко-
ла трикутника ABC , I2 центр ко-
ла, яке дотикається вiдрiзкiв C D, BD
i описаного кола трикутника ABC .
Доведiть, що вiдрiзок I1I2 проходить
через центр I вписаного кола трику-
тника ABC , причому

I1I
I2I
= t g2ϕ

2
,

деϕ = ∠BDA.
Розв’язання. Зробимо рисунок

до задачi (рис. 1.25).
Нехай коло з центром I1 дотикається AD у точцi L, а коло з центром I2

дотикається DC у точцi K. За теоремою 1.7 I L ⊥ DI1, а IK ⊥ DI2. Оскiльки
бiсектриси сумiжних кутiв взаємно перпендикулярнi, то DI1 ‖ KI i DI2 ‖ LI .

ϕ
2

ϕ
2

P

I1

L

I

D K

I2

Q

Рис. 1.26.

Продовжимо KI та LI до перетину з LI1 i KI2 в
точках P i Q вiдповiдно (рис. 1.26).

Тодi отримуємо:

PI1

I1 L
=

KD
DL
=

KI2

I2Q
,

тобто точки I1 та I2 дiлять основи P L i KQ подiбних
трикутникiв PI L та KIQ (вiд вершин P i K) в одна-
ковому вiдношеннi. А це означає, що ∠PI I1 = ∠KI I2
(бо у подiбних фiгур вiдповiднi кути рiвнi), тобто
пряма I1I2 проходить через точку I . Крiм того,

I1I
I I2
=

P L
KQ
=

K L · tg ϕ2
K L · ctg ϕ2

= tg2 ϕ

2
,

що i треба було довести.
�
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Олiмпiаднi задачi

Задача 1.17. Коло дотикається внутрiшнiм чином, описаного кола нав-
коло рiвнобедреного трикутника ABC , а також його бiчних сторiн AB i AC в
точках P i Q вiдповiдно. Доведiть, що середина вiдрiзка PQ є центром кола,
вписаного в трикутник ABC .

(20-та Мiжнародна математична олiмпiада, Румунiя, 1978 р.)

Розв’язання. Умова рiвнобедреностi трикутника ABC є зайвою. Твер-
дження задачi буде справедливим i при умовi AB 6= AC . Зробимо рисунок до
задачi (див. рис. 1.27, а).

A

B

C

P

Q

I

D

а)

A

B

C

P

Q

I

б)
Рис. 1.27.

Нехай точка D розташована на сторонi AC . Будемо розглядати коло, яке
дотикається внутрiшнiм чином до описаного кола трикутника ABC , а також
до вiдрiзкiв AD i C D у точках P i Q вiдповiдно. Тодi, за теоремою 1.7 пряма
PQ проходить через точку I центр вписаного кола трикутника ABC . Цей
факт буде справедливим i у випадку, коли точка D спiвпаде з точкою A (див.
рис. 1.27, б).

Трикутник PAQ рiвнобедрений, бо AP = AQ (як дотичнi), AI його
бiсектриса, бо I центр вписаного кола в трикутник ABC . Отже, AI медi-
ана трикутника PAQ, що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 1.18. Нехай ABC гострокутний трикутник, I центр його
вписаного кола. Коло k дотикається внутрiшнiм чином описаного кола нав-
коло трикутника ABC у точцi T , а також його сторiн AB i AC в точках P i
Q вiдповiдно. Пряма T I перетинає вдруге описане коло трикутника ABC у
точцi S. Доведiть, що SB = SC .

(Вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, США, 1998 р.)
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Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати її, виходячи з нього (рис. 1.28).

A

B

C

P
QI

E
F

S

T
k

Рис. 1.28.

За попередньою задачею то-
чка I середина PQ. Далi, за
теоремою 1.4 (лемою Архiме-
да) промiнь T P проходить че-
рез середину F дуги AB описа-
ного кола трикутника ABC , а
промiнь TQ проходить через се-
редину E дуги CA цього кола.
Оскiльки I точка перетину бi-
сектрис трикутника ABC , то BE
i C F перетинаються у точцi I .

Нехай∠A= α,∠B = β ,∠C =
γ кути трикутника ABC , тодi

∠PBI = ∠CBI =
β

2
i ∠QC I =

∠BC I =
γ

2
. За властивiстю впи-

саних кутiв маємо: ∠C T E =

∠CBE =
β

2
i∠BT F = ∠BC F =

γ

2
.

За теоремою про дотичнi, AP =
AQ. Звiдси слiдує, що

∠APQ = ∠AQP = 90◦ −
α

2
=
β

2
+
γ

2
.

Оскiльки цi кути є зовнiшнiми для трикутникiв BPI i CQI , то ∠BI P =
γ

2
i

∠C IQ =
β

2
.

Оскiльки ∠BT P =
γ

2
= ∠BI P, то точки B, T , I , P циклiчнi. Аналогiчно,

∠C TQ =
β

2
= ∠C IQ, тобто точки C , T , I , Q також циклiчнi.

Таким чином,

∠BTS = ∠BT I = ∠API = ∠AQI = ∠C T I = ∠C TS,

тобто ∠BTS = ∠C TS. А це означає, що SB = SC , що i треба було довести. �

Задача 1.19. Розглянемо два кола k1 i k2, якi дотикаються зовнiшнiм
чином у точцi T . Пряма лiнiя дотикається до кола k2 у точцi X i перетинає
кола k1 у двох точках A i B. Нехай S друга точка перетину прямої X T з
колом k1. На дузi TS кола k1, яка на мiстить точок A i B, довiльно вiдмiтили
точку C . Iз точки C до кола k2 провели дотичну CY (Y точка дотику),
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яка не перетинає вiдрiзка ST . Нехай J точка перетину прямих SC та X Y .
Доведiть, що:

а) точки C , T , Y , J циклiчнi;
б) точка J центр зовнiвписаного кола трикутника ABC , яке дотикає-

ться сторони BC .
(Болгарiя, 2005 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 1.29).

A B

C
S

J

Y

X

T

Рис. 1.29.

а) За теоремою про вписаний
кут маємо:

∠T Y X =
1
2
^T X

i

∠T BS =
1
2
^Y S.

Оскiльки кола k1 i k2 дотикаються
зовнiшнiм чином у точцi T , то пря-
ма SX , яка проходить через точку
T вiдтинає вiд цих кiл дуги, що ма-
ють однакову кутову мiру, тобто
^T X =^TS. Тому, ∠T Y X = ∠T BS. Оскiльки чотирикутник T CSB вписа-
ний, то ∠T BS = ∠T CJ . Таким чином, ∠T Y X = ∠T CJ , тобто чотирикутник
C T Y J вписаний, що i треба було довести.

б) Оскiльки J точка перетину SC та X Y , то за теоремою 1.7 (див.
рис. 1.24, б) пряма X Y проходить через центр зовнiвписаного кола трику-
тника ABC , яке дотикається сторони BC . Далi, за лемою Архiмеда, пряма X T
дiлить дугу^BCA навпiл, тобто точка S середина цiєї дуги. А тому, пряма
SC мiстить бiсектрису зовнiшнього кута трикутника ABC при вершинi C .
Отже, IA центр зовнiвписаного кола трикутника ABC з одного боку лежить
на прямiй SC , бо вона мiстить бiсектрису зовнiшнього кута при вершинi C ,
а з другого боку лежить на прямiй X Y (за теоремою 1.7), тобто J = IA, що i
треба було довести. �

Задача 1.20. Нехай ABC трикутник, вписаний в коло k. На сторонi BC
вiдмiчають точку D i розглядають два кола: коло k1, яке дотикається вiдрiз-
кiв AD, BD i внутрiшнiм чином кола k, та коло k2, яке дотикається вiдрiзкiв
AD, C D i внутрiшнiм чином кола k. Доведiть, що кола k1 i k2 дотикаються
тодi i тiльки тодi, коли∠BAD = ∠CAD.

(Румунiя, 1997 р.)

Розв’язання.
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Рис. 1.30.

Нехай O1 i O2 центри кiл k1 i k2 вiд-
повiдно, I центр вписаного кола три-
кутника ABC . Використовуючи резуль-
тат задачi Вiктора Тебо, одержуємо, що
вiдрiзок O1O2 проходить через точку I .
(див. рис. 1.30).

Теорема 1.7 дає нам, що MN i PQ
проходять через I . Тому, кола k1 i k2 бу-
дуть дотикатися тодi i тiльки тодi, коли
їх точки дотику N i Q до вiдрiзка AD
спiльної внутрiшньої дотичної, спiвпа-
датимуть, тобто коли I = N = Q, коли
AD проходить через I . А це означає, що
AD бiсектриса трикутника ABC , тоб-
то ∠BAD = ∠CAD, що i треба було дове-

сти. �

Задача 1.21. Нехай ABC гострокутний трикутник, у якому AB 6= AC .
Нехай AD висота трикутника ABC , k описане навколо нього коло. Нехай
k1 коло, яке дотикається до вiдрiзкiв AD, BD i кола k, а k2 коло, яке
дотикається до вiдрiзкiв AD, C D i кола k. Вiдомо, що внутрiшня дотична кiл
k1 i k2, яка вiдмiнна вiд AD, перетинає сторону BC в точцi M . Доведiть, що
точка M буде серединою сторони BC тодi i тiльки тодi, коли AB+AC = 2BC .

(Вiдбiр на ММО, Румунiя, 2006 р.)

Розв’язання.
Нехай O1, O2 центри кiл k1, k2, а r1, r2 їх радiуси вiдповiдно. Позна-

чимо через P i Q точки дотику k1 i k2 з AD, через U i V точки дотику k1 i k2 з
BC (рис. 1.31). Тодi за задачею Вiктора Тебо прямi U P i VQ перетинаються
в точцi I центрi вписаного кола трикутника ABC , яка лежить на вiдрiзку
O1O2 i дiлить його у вiдношеннi

O1I : O2I = tg2 90◦

2
= 1.

Нехай вписане коло трикутника ABC дотикається до сторони BC у точцi
T , а r радiус цього кола. Тодi O1U ⊥ BC , I T ⊥ BC i O2V ⊥ BC . Це означає,
що O1U ‖ I T ‖ O2V , тобто O1UVO2 прямокутна трапецiя, а I T її середня
лiнiя. Крiм того, O1U DP i O2V DQ квадрати зi сторонами r1 i r2 вiдповiдно.

Тодi,

UV = U D+ DV = r1 + r2,

U T = T V =
r1 + r2

2
.
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Рис. 1.31.

Нехай BC = a, CA= b, AB = c, причому b > c, тодi за теоремою про дотичнi
вiдстанi матимемо, що

BT = p− b =
a− b+ c

2
. (1)

Крiм того, BD = c cos∠B, i за теоремою косинусiв, одержуємо, що

BD =
a2 + c2 − b2

2a
.

Таким чином,

BT = BU + U T =
a2 + c2 − b2

2a
− r1 +

r1 + r2

2
. (2)

З рiвностей (1) i (2) одержуємо:
a2 + c2 − b2

2a
− r1 +

r1 + r2

2
=

a− b+ c
2

.

r2 − r1 =
b2 − c2 − ab+ ac

a
. (3)

Нехай друга внутрiшня дотична, вiдмiнна вiд AD, дотикається до кiл k1 i
k2 у точках U ′ i V ′ вiдповiдно. Тодi, MU +MV = UV = r1 + r2 i MU −MV =
MU ′ − MV ′ = U ′V ′ = PQ = r2 − r1. Звiдки MU = r2 i MV = r1. Далi, точка
M буде серединою сторони BC тодi i тiльки тодi, коли BM = a

2 , тобто коли
BD− U D+ U M = a

2 . Це еквiвалентно таким спiввiдношенням:

c cos∠B − r1 + r2 =
a
2

,
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r2 − r1 =
a
2
− c cos∠B,

r2 − r1 =
a
2
−

a2 + c2 − b2

2a
,

r2 − r1 =
b2 − c2

2a
. (4)

Iз рiвностей (3) i (4) випливає:
b2 − c2 − ab+ ac

a
=

b2 − c2

2a
,

тобто
(b− c) (b+ c − a)

a
=
(b− c) (b+ c)

2a
.

Оскiльки b > c, то b− c > 0. Пiсля скорочення, знаходимо, що b+ c = 2a, що
i треба було довести. �



Роздiл 2

Опорнi задачi-методи
олiмпiадної геометрiї

Цей роздiл є продовженням вiдомостей про опорнi задачi олiмпiадної гео-
метрiї. Опорна задача-метод iлюструє деякий метод розв’язування геометри-
чних олiмпiадних задач, прийом або конструкцiю, якi часто зустрiчаються.
При цьому мова в основному буде йти про методи, якi не потребують спецi-
альних теоретичних обґрунтувань. Таким чином, задача-метод обов’язково
розглядатиметься разом з розв’язанням: тим розв’язанням, що пропонує-
мо ми. Це означає, що, якщо в процесi роботи над вiдповiдною задачею ви
розв’язали її iнакше, розв’язання, запропоноване нами, має бути детально
вивчено i вiдповiдним чином осмислено.

2.1. Опорна задача-метод про симедiану
трикутника

Нехай AM медiана трикутника ABC , а пряма AN симетрична до прямої
AM вiдносно бiсектриси кута A цього трикутника (точка N лежить на сторонi
BC). При цьому ∠BAM = ∠CAN . Тодi вiдрiзок AN називають A-симедiаною
трикутника ABC . Iнодi A-симедiаною називають промiнь AN .

Серед багатьох олiмпiадних геометричних задач, є такi, що мiстять ви-
могу: «Довести, що деякi два кути рiвнi мiж собою або для них виконується
деяке спiввiдношення». Основна складнiсть розв’язання таких задач полягає
у вдалому виборi способу розв’язування. Пропонуємо один iз них, який, на
наш погляд, дозволяє зняти цю проблему. Суть його полягає у використаннi
наступних тверджень.

Лема 2.1. Нехай AM довiльна чевiана трикутника ABC (точка M ле-
жить на прямiй BC). Має мiсце спiввiдношення

BM
C M

=
AB · sin∠BAM
AC · sin∠CAM

Доведення. Скористаємося теоремою синусiв i умовою, що sin∠AMB =
sin∠AMC , бо цi кути, в залежностi розташування точки M на прямiй BC ,
рiвнi або в сумi дають 180◦. З трикутникiв AMB та AMC за теоремою синусiв
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знаходимо, що

BM =
AB · sin∠BAM

sin∠AMB
i C M =

AC · sin∠CAM
sin∠AMC

.

Роздiливши одержанi рiвностi i врахувавши рiвнiсть sin∠AMB = sin∠AMC ,
одержимо спiввiдношення, яке потрiбно було довести. Iнодi лему 2.1 назива-
ють основним спiввiдношенням чевiани. �

Коли чевiана AM є бiсектрисою трикутника ABC , тодi одержуємо вiдоме
нам спiввiдношення

BM
C M

=
AB
AC

.

Лема 2.2 (про iзогональнiсть променiв всерединi кута). Нехай M i N
точки, якi лежать всерединi заданого кута∠BAC . Променi AM i AN будуть
iзогональними (тобто симетричними вiдносно бiсектриси кута∠BAC) тодi
i тiльки тодi, коли виконується спiввiдношення

d(M ; AB)
d(M ; AC)

=
d(N ; AC)
d(N ; AB)

.

Iншими словами,

∠MAB = ∠NAC ⇔
d(M ; AB)
d(M ; AC)

=
d(N ; AC)
d(N ; AB)

.

Доведення.
Нехай X та Y , P та Q проекцiї точок M та N на прямi AB i AC вiдповiдно.

Тодi ∠X MY = 180◦ −∠BAC = ∠QN P.

A

B C

P

Q
X

Y

M
N

Рис. 2.1.

Далi одержуємо,

∠X MY = ∠QN P i
MX
MY

=
NQ
N P

;

m
Í X MY ∼ÍQN P;
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m
∠MY X = ∠N PQ;

m
∠MAB = ∠NAC ,

бо чотирикутники AX MY i AQN P циклiчнi, що i треба було довести. �

Зауваження. Iз цiєї леми легко отримати такий критерiй колiнеарностi
точок всерединi кута. Нехай M i N точки, якi лежать всерединi заданого
кута ∠BAC . Точки A, M , N будуть колiнеарними тодi i тiльки тодi, коли

d(M ; AB)
d(M ; AC)

=
d(N ; AB)
d(N ; AC)

.

Лема 2.3. Нехай прямi AM i AN симетричнi вiдносно бiсектриси кута
A трикутника ABC (точки M i N лежать на прямiй BC), в якому BC = a,
CA= b i AB = c. Має мiсце спiввiдношення

BM · BN
C M · CN

=
c2

b2
.

У випадку, коли AM медiана трикутника ABC , то для симедiани трику-
тника виконується спiввiдношення

BN
CN
=

c2

b2
.

Доведення. Оскiльки AM i AN симетричнi вiдносно бiсектриси кута A
трикутника ABC , то ∠BAM = ∠CAN i ∠BAN = ∠CAM . За основним спiввiдно-
шенням чевiани (лема 2.1) одержуємо:

BM · BN
C M · CN

=
BM
C M
·

BN
CN
=

AB · sin∠BAM
AC · sin∠CAM

·
AB · sin∠BAN
AC · sin∠CAN

=
AB2

AC2
=

c2

b2
,

що i треба було довести. У випадку, коли AM медiана трикутника, то
BM = C M i AN його симедiана, а тому одержуємо, що

BN
CN
=

c2

b2
.

�

Далi, застосувавши теорему Чеви (див. теорему 4.4 на сторiнцi 108), з
цiєї леми випливає такий наслiдок: симедiани будь-якого трикутника пере-
тинаються в однiй точцi. Цю точку називають точкою Лемуана.

Наступна лема вказує на конструкцiю знаходження симедiани трикутни-
ка, а методи її доведення можуть бути використаними як методи розв’язува-
ння олiмпiадних задач з геометрiї.
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Лема 2.4. Нехай ABC трикутник, вписаний в коло k. P точка пере-
тину дотичних до кола k у точках B i C . Тодi пряма AP мiстить A-симедiану
трикутника ABC .

Доведення. Наведемо три способи доведення цiєї леми.
1-й спосiб. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї леми та способу її

доведення (рис. 2.2).

A

B C

P

M ′

k

Рис. 2.2.

Нехай пряма, яка симетрична прямiй
AP вiдносно бiсектриси кута BAC перетинає
сторону BC у точцi M ′. Тодi за теоремою си-
нусiв iз трикутникiв ABM ′ i AC M ′ одержує-
мо:

BM ′ =
AM ′ · sin∠BAM ′

sin∠ABC
,

C M ′ =
AM ′ · sin∠CAM ′

sin∠ACB
.

Роздiливши одержанi спiввiдношення, отри-
муємо:

BM ′

C M ′
=

sin∠BAM ′ · sin∠ACB
sin∠CAM ′ · sin∠ABC

. (?)

Враховуючи, що кут мiж дотичною i хор-
дою, що проведена у точку дотику, вимi-
рюється половиною кутової мiри дуги кола,
яка лежить всерединi цього кута, то, з того,
що PB дотична, випливає, що ∠ACB = 180◦ − ∠ABP, тобто sin∠ACB =
sin∠ABP. Аналогiчно, sin∠ABC = sin∠AC P. Тому, спiввiдношення (?) пере-
пишеться так:

BM ′

C M ′
=

sin∠BAM ′ · sin∠ABP
sin∠CAM ′ · sin∠AC P

.

Скориставшись побудовою точки M ′, одержуємо, що ∠BAM ′ = ∠CAP i
∠CAM ′ = ∠BAP. Тому, останнє спiввiдношення перепишеться так:

BM ′

C M ′
=

sin∠CAP · sin∠ABP
sin∠BAP · sin∠AC P

.

За теоремою синусiв iз трикутникiв ABP i AC P одержуємо:
sin∠ABP
sin∠BAP

=
AP
BP

i
sin∠AC P
sin∠CAP

=
AP
C P

.

Роздiливши перше спiввiдношення на друге, одержимо:
sin∠CAP · sin∠ABP
sin∠BAP · sin∠AC P

=
AP · C P
AP · BP

=
C P
BP

.

За теоремою про дотичнi маємо: BP = C P. Таким чином, одержуємо:
BM ′

C M ′
=

sin∠CAP · sin∠ABP
sin∠BAP · sin∠AC P

=
C P
BP
= 1,
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тобто M ′ спiвпадає з серединою M сторони BC . Враховуючи побудову точки
M ′, одержуємо, що AP мiстить A-симедiану трикутника ABC , що i треба було
довести.

2-й спосiб. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї леми та способу її
доведення (рис. 2.13).

A

B C

P

M

O

R

Q

k

k1

Рис. 2.3.

Нехай O центр описаного кола
k навколо трикутника ABC , а k1 ко-
ло з центром у точцi P i радiусом r =
PB = PC . Нехай прямi AB i AC пере-
тинають коло k1 у точках R i Q вiдпо-
вiдно. Оскiльки ∠ABC = ∠AQR, то три-
кутники ABC i AQR подiбнi (за двома
кутами). Iдея доведення полягає в то-
му, що композицiя симетрiї вiдносно
бiсектриси кута A трикутника ABC i го-
мотетiї з центром A та коефiцiєнтом

κ =
AB
AQ

вiдображає трикутник QAR

на трикутник ABC . Оскiльки ∠RBQ =
∠BQA+∠BAC = 1

2 (∠BPC +∠BOC) =
= 90◦, то QR дiаметр кола k1 (тут
ми скористалися тим, що BP i PC
дотичнi до кола k, тобто ∠PBO = 90◦ i
∠PCO = 90◦). Таким чином, оскiльки

P середина QR, то при вказанiй композицiї точка P, що є серединою QR,
вiдображається у точку M середину BC . Оскiльки при симетрiї та гомотетiї
величина кутiв зберiгається, то ∠QAP = ∠BAM , тобто пряма AP симетрична
прямiй AM вiдносно бiсектриси кута A трикутника ABC . Тому AP мiстить
A-симедiану трикутника ABC , що i треба було довести.

A

B C

P

M N

K

E

k

Рис. 2.4.

3-й спосiб. Зробимо рисунок, що
вiдповiдає умовi цiєї леми та способу
її доведення (рис. 2.14).

Проведемо дотичну до кола k у то-
чцi A. Нехай ця дотична перетинає
пряму BC у точцi E, тодi точка E по-
люс прямої AP, бо полярою точки P є
пряма BC , а полярою точки P є пря-
ма BC . Нехай AP перетинає BC у точцi
N . Тодi (B, C; N , E) = −1, бо четвiрка
точок B, N , C i E гармонiчна. Звiд-
си випливає, що (AB, AC; AN , AE) = −1,
тобто четвiрка прямих AB, AN , AC i AE
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буде гармонiчною. Розглянемо образи цих чотирьох прямих при симетрiї
вiдносно бiсектриси кута A трикутника ABC , якi, як вiдомо, також будуть
гармонiчними. Легко перевiрити, що при такiй симетрiї пряма AE вiдобра-
жається на пряму, яка проходить через точку A, паралельно до BC (нехай
ця пряма перетинає вдруге коло k у точцi K); пряма AB вiдображається на
пряму AC , а пряма AC вiдображається на пряму AB. Нехай пряма AN вiд-
ображається на пряму AM (точка M лежить на BC), тодi (AC , AB; AM , AK) =
= (AB, AC; AN , AE) = −1. З того, що AK ‖ BC i (AC , AB; AM , AK) = −1, то
точка M середина BC , бо будь-яка пряма перетинає четвiрку гармонiчних
прямих у чотирьох точках, що також гармонiчнi, тобто (C , B; M ,∞) = −1.
Звiдси й випливає, що AN A-симедiана трикутника ABC , що i треба було
довести. �

Iз цiєї леми одразу слiдує справедливiсть такого твердження: якщо вписа-
не коло трикутника ABC дотикається його сторiн BC , CA, AB у точках D, E,
F вiдповiдно, то прямi DA, EB i FC мiстять симедiани трикутника DEF .

Лема 2.5. Нехай AX довiльна чевiана трикутника ABC , а Y довiль-
на точка прямої AX (Y 6= A). AX буде симедiаною трикутника ABC тодi i
тiльки тодi, коли виконується наступне спiввiдношення:

d (Y, AB)
d (Y, AC)

=
AB
AC

.

Тут через d (Y, AB) i d (Y, AC) позначено вiдстанi вiд точки Y до прямих
AB i AC вiдповiдно.

Доведення. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї леми, i будемо
доводити її, виходячи з нього (рис. 2.5).

A

B C

Y

X

Рис. 2.5.

Використовуючи спiввiдношення у
прямокутному трикутнику, одержуємо:
d (Y, AB)
d (Y, AC)

=
AY · sin∠YAB
AY · sin∠YAC

=
sin∠XAB
sin∠XAC

.

За лемою 2.1 одержуємо, що
BX
CX
=

AB
AC
·

sin∠XAB
sin∠XAC

,

звiдки випливає, що
sin∠XAB
sin∠XAC

=
BX
CX
·

AC
AB

.

Далi, за лемою 2.4, AX буде симедiаною трикутника ABC тодi i тiльки тодi,
коли

BX
CX
=

AB2

AC2
,

тобто коли
sin∠XAB
sin∠XAC

=
AB2

AC2
·

AC
AB
=

AB
AC

.
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Таким чином, AX буде симедiаною трикутника ABC тодi i тiльки тодi, коли
d (Y, AB)
d (Y, AC)

=
sin∠XAB
sin∠XAC

=
AB
AC

,

що i треба було довести. �

Останню лему можна довести, використовуючи лему про iзогональнiсть
променiв всерединi кута (лему 2.2). Пропонуємо читачам це як вправу.

Наступнi леми вказують на конструкцiї знаходження симедiани трику-
тника, а методи їх доведення можуть бути використаними як методи розв’я-
зування олiмпiадних задач з геометрiї.

Лема 2.6. Нехай ABEF i ACST квадрати, що побудованi на сторонах
AB i AC трикутника ABC , якi лежать зовнi його. Якщо X центр описаного
кола трикутника AF T , то пряма AX мiстить симедiану AN трикутника
ABC .

Доведення. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї леми (рис. 2.6).

A

B CN

T

S

E

F

X

Рис. 2.6.

Оскiльки X центр описа-
ного кола трикутника AF T , то
X точка перетину середин-
них перпендикулярiв до вiдрiз-
кiв AF i AT . Звiдси випливає, що

d (X , AB) =
1
2

AF =
1
2

AB

i

d (X , AC) =
1
2

AT =
1
2

AC .

Тому,
d (X , AB)
d (X , AC)

=
AB
AC

.

За лемою 2.5, ця рiвнiсть означає, що пряма AX мiстить симедiану AN
трикутника ABC , що i треба було довести. �

Лема 2.7. На сторонах AB i AC трикутника ABC вiдмiтили точки E
i F вiдповiдно так, що вiдрiзок EF паралельний до сторони BC . Нехай P
точка перетину вiдрiзкiв BF i C E. Позначимо через Q другу точку перетину
описаних кiл трикутникiв BEP i C F P. Тодi пряма AQ мiстить симедiану AN
трикутника ABC .

Доведення. Зробимо рисунок до цiєї леми (рис. 2.7).
Скористаємося властивiстю вертикальних кутiв i властивiстю вписаних

кутiв, що спираються на одну i ту ж саму дугу:

∠EQB = ∠EPB = ∠F PC = ∠FQC ,
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∠QBE = ∠QPC = ∠QFC .

A

B CN

Q

E F
P

Рис. 2.7.

Оскiльки ∠BQE = ∠FQC i
∠QBE = ∠QFC , то трикутники
QBE та QFC подiбнi (за двома
кутами). Тому

d (Q, BE)
d (Q, FC)

=
BE
FC

.

А враховуючи, що EF ‖ BC , одер-
жуємо:

BE
C F
=

AB
AC

.

Iз цих двох спiввiдношень одер-
жуємо, що

d (Q, BE)
d (Q, FC)

=
AB
AC

.

За лемою 2.5 одержане спiввiдношення означає, що пряма AQ мiстить симе-
дiану AN трикутника ABC . �

Лема 2.8. а) Нехай K точка Лемуана трикутника ABC . Тодi точка
K є точкою перетину медiан педального трикутника цiєї точки вiдносно
трикутника ABC .

б) Нехай K точка перетину медiан педального трикутника цiєї точки
вiдносно трикутника ABC . Тодi точка K точка Лемуана трикутника
ABC .

Доведення. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї леми, i будемо
доводити її, виходячи з нього (рис. 2.8).

а) Нехай K точка Лемуана трикутника ABC , тобто K точка перетину
симедiан трикутника ABC . Опустимо перпендикуляри KD, KE i KF на сто-
рони BC , CA i AB вiдповiдно, тодi трикутник DEF педальний трикутник
точки K вiдносно трикутника ABC . Нам треба довести, що K точка пере-
тину медiан трикутника DEF . Нехай пряма DK перетинає EF у точцi X . Нам
достатньо довести, що точка X середина вiдрiзка EF . Дiйсно, за лемою 2.1,
одержуємо:

X E
X F
=

KE
KF
·

sin∠X KE
sin∠X KF

.

Оскiльки точка K належить A-симедiанi трикутника ABC , то за лемою
2.5, одержуємо:

KE
KF
=

d (K , AC)
d (K , AB)

=
AC
AB

.
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Рис. 2.8.

Оскiльки чотирику-
тник C DKE вписаний
(∠KDC +∠KEC = 90◦ + 90◦ =
= 180◦), то ∠X KE = ∠C .
Аналогiчно доводиться, що
∠X KF = ∠B. Тому,

sin∠X KE
sin∠X KF

=
sin∠C
sin∠B

.

За теоремою синусiв, з трику-
тника ABC , знаходимо, що

sin∠C
sin∠B

=
AB
AC

.

Таким чином,
X E
X F
=

KE
KF
·

sin∠X KE
sin∠X KF

=
AC
AB
·

AB
AC
= 1,

тобто X E = X F , що i треба було довести.
б) Нехай K точка перетину медiан AX , BY , C Z педального трикутника

цiєї точки вiдносно трикутника ABC , тобто трикутника DEF , де D, E, F
проекцiї точки K на сторони BC , CA, AB. Треба довести, що точка K точка
перетину симедiан трикутника ABC . Для цього потрiбно довести, що точка
K належить A-симедiанi трикутника ABC . Дiйсно,

d (K , AB)
d (K , AC)

=
KF
KE

.

Оскiльки

1=
X F
X E
=

KF
KE
·

sin∠X KF
sin∠X KE

=
KF
KE
·

sin∠B
sin∠C

=
KF
KE
·

AC
AB

.

Звiдки випливає, що
KF
KE
=

AB
AC

,

тобто
d (K , AB)
d (K , AC)

=
KF
KE
=

AB
AC

.

Тому, за лемою 2.5, одержуємо, що K належить A-симедiанi трикутника ABC ,
що i треба було довести. �

Лема 2.9. а) Нехай точка P лежить на дузi BC описаного кола трику-
тника ABC так, що точки P i A роздiленi прямою BC i

PB
PC
=

AB
AC

.

Тодi пряма AP мiстить A-симедiану трикутника ABC .
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б) Нехай A симедiана трикутника ABC перетинає вдруге описане навко-
ло нього коло у точцi P. Виконується наступне спiввiдношення:

PB
PC
=

AB
AC

.

Доведення. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї леми та способу
її доведення (рис. 2.9).

A

B C

P

Рис. 2.9.

а) Нехай виконується спiввiдно-
шення

PB
PC
=

AB
AC

.

Оскiльки чотирикутник ABPC
вписаний в коло, то∠ABP +∠AC P =
180◦, тобто sin∠ABP = sin∠AC P.
Таким чином,

d (P, AB)
d (P, AC)

=
PB · sin∠ABP
PC · sin∠AC P

=
PB
PC
=

AB
AC

,

тобто
d (P, AB)
d (P, AC)

=
AB
AC

. За лемою 2.5 iз

цього спiввiдношення випливає, що
AP мiстить A-симедiану трикутника ABC .

б) Нехай AP мiстить A-симедiану трикутника ABC . Тодi за лемою 2.5
виконується спiввiдношення

d (P, AB)
d (P, AC)

=
AB
AC

.

Крiм того, використовуючи вище зазначенi факти, одержуємо:

d (P, AB)
d (P, AC)

=
PB · sin∠ABP
PC · sin∠AC P

=
PB
PC

.

Iз цих двох спiввiдношень одержуємо, що

PB
PC
=

AB
AC

,

що i треба було довести. �

Вiдрiзок X Y , де точки X i Y лежать на променях AB i AC вiдповiдно так,
що∠AX Y = ∠ACB i∠AY X = ∠ABC , називають антипаралельним до вiдрiзка
BC .

Лема 2.10. Симедiана AN трикутника ABC дiлить навпiл довiльний вiд-
рiзок, антипаралельний до сторони BC .

Доведення. Зробимо рисунок (рис. 2.10).
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Рис. 2.10.

Оскiльки ∠AX Y = ∠ACB i ∠AY X = ∠ABC ,
то навколо чотирикутника BX Y C можна опи-
сати коло. Нехай симедiана AN перетинає вiд-
рiзок X Y у точцi M . Оскiльки точка M лежить
на симедiанi AN трикутника ABC , то за лемою
2.5 виконується спiввiдношення:

d (M , AB)
d (M , AC)

=
AB
AC

.

Але тодi

X M
Y M

=
d (M , AX ) · sin∠AY M
d (M , AY ) · sin∠AX M

=

=
d (M , AB)
d (M , AC)

·
sin∠ABC
sin∠ACB

=
AB
AC
·

AC
AB
= 1.

Тут при розрахунках ми скористалися теоре-
мою синусiв для трикутника ABC . Оскiльки

X M
Y M

= 1,

то X M = Y M , що i треба було довести. �

Лема 2.11. Всерединi кута BAC трикутника ABC вiдмiтили точку Q
так, що ∠QAB = ∠QCA i ∠QAC = ∠QBA. Тодi обрана точка Q лежить на
A-симедiанi трикутника ABC .

Доведення. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї леми (рис. 2.11).

A

B C

N
M

Q

Рис. 2.11.

Оскiльки ∠QAB = ∠QCA i ∠QAC = ∠QBA, то
Í QAB ∼Í QCA (за двома кутами). Нехай QM i
QN висоти цих трикутникiв. Оскiльки вiдповiд-
нi елементи подiбних трикутникiв пропорцiйнi

мiж собою, то
QM
QN

=
AB
AC

. Таким чином,

d (Q, AB)
d (Q, AC)

=
QM
QN

=
AB
AC

,

тобто

d (Q, AB)
d (Q, AC)

=
AB
AC

.

Отже, за лемою 2.5, точка Q належить A-симедiанi трикутника ABC , що i
треба було довести. �
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Олiмпiаднi задачi.

Задача 2.1. Нехай ABC рiвнобедрений трикутник, в якому AC = BC ,
точка P лежить всерединi його так, що∠PAB = ∠PBC , а точка M середи-
на AB. Доведiть, що∠APM +∠BPC = 180◦.

(Польща, 2000 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї задачi i будемо
розв’язувати її виходячи з нього (рис. 2.12).

A B

C

P

MN

X

Y

Рис. 2.12.

Нехай C P перетинає основу AB у точцi
N . Для того, щоб довести рiвнiсть ∠APM +
∠BPC = 180◦, потрiбно довести таку рiв-
нiсть ∠APM = ∠BPN , тобто, що PN си-
медiана трикутника APB. Для цього, опу-
стимо перпендикуляри CX i CY iз точки C
на прямi AP i BP вiдповiдно. Тодi

d (C , PA)
d (C , PB)

=
CX
CY
=

CA · sin∠CAP
CB · sin∠CBP

.

Оскiльки трикутник ACB рiвнобедрений
i ∠PAB = ∠PBC , то i ∠PBA= ∠PAC . Тому,

d (C , PA)
d (C , PB)

=
sin∠PBA
sin∠PAB

=
PA
PB

.

В останнiй рiвностi ми використали теоре-
му синусiв для трикутника APB. Отже,

d (C , PA)
d (C , PB)

=
PA
PB

.

Тодi, за лемою 2.5, одержуємо, що пряма C P мiстить P-симедiану трикутника
APB, що i треба було довести. �

Задача 2.2. Три рiзнi точки A, B, C фiксуються на заданiй прямiй у вказа-
ному порядку. Нехай k коло, яке проходить через точки A i C , має центр,
що не лежить на заданiй прямiй. Дотичнi до кола k у точках A i C перетина-
ються в точцi P. Нехай Q точка перетину вiдрiзка PB з колом k. Доведiть,
що точка перетину бiсектриси кута AQC з прямою AC не залежить вiд вибо-
ру кола k.

(Рекомендована Грецiєю на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2003 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (див. рис. 2.13).
Нехай бiсектриса кута AQC перетинає AC в точцi K , тодi за властивiстю

бiсектриси трикутника (див. наслiдок з леми 2.1), одержуємо:
AK
CK
=

QA
QC

.
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Рис. 2.13.

Далi, оскiльки PA i PC дотичнi до кола k, то
за лемою 2.4 вiдрiзок QB Q-симедiана трику-
тника AQC . Тодi за лемою 2.3 одержуємо:

AB
BC
=

QA2

QC2
.

З цих двох спiввiдношень випливає, що

AK
KC
=

√

√ AB
BC

.

Оскiльки AB i BC заданi вiдрiзки, то останнє
спiввiдношення показує, що точка K дiлить вiдрi-
зок AC у фiксованому вiдношеннi, тобто положен-
ня точки K на вiдрiзку AC не залежить вiд вибору
кола k, що i треба було довести. �

Задача 2.3. На площинi два кола k1 i k2 перетинаються у двох точках A i
B. Спiльна зовнiшня дотична дотикається до k1 у точцi P, а до кола k2 у
точцi Q. Нехай S точка перетину дотичних до описаного кола трикутни-
ка PAQ у точках P i Q, а C точка, симетрична до точки B вiдносно прямої
PQ. Доведiть, що точки C , A i S колiнеарнi.

(Вiдбiр до Мiжнародної математичної олiмпiади, В’єтнам, 2001 р.)

Розв’язання. Нехай R точка перетину прямих AB i PQ, k3 коло, опи-
сане навколо трикутника PAQ, а пряма SA перетинає вдруге коло k3 у точцi
C ′ (див. рис. 2.14).

A

B

C ′

P
Q

S

R
k1

k2

k3

Рис. 2.14.
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За теоремою про дотичну i сiчну одержуємо: RP2 = RA ·RB i RQ2 = RA ·RB.
Звiдси випливає, що R середина PQ. Далi, за лемою 2.4 SA мiстить A-
симедiану трикутника PAQ. Тому ∠QAC ′ = ∠PAR. Таким чином, за властивi-
стю вписаних кутiв та кутiв мiж дотичною i хордою, що проведена у точку
дотику, одержуємо:

∠QPC ′ = ∠QAC ′ = ∠PAR= ∠QPB,

тобто ∠QPC ′ = ∠QPB. Аналогiчно доводиться, що ∠PQC ′ = ∠PQB. Таким
чином, трикутники PC ′Q i PBQ симетричнi вiдносно прямої PQ, тобто точка
C ′ спiвпадає з точкою C , що i завершує доведення. �

Задача 2.4. Трикутник ABC вписаний в коло k. Дотичнi до кола k у точках
B i C перетинаються в точцi T . На променi BC вiдмiтили точку S таку,
що AS ⊥ AT . Точки B1 i C1 лежать на променi ST (C1 мiж S i T) так, що
B1T = BT = C T = C1T . Доведiть, що трикутники ABC i AB1C1 подiбнi.

(Вiдбiр до Мiжнародної математичної олiмпiади, США, 2007 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (див. рис. 2.15).

A

B

C

B1
C1T

S

M

k

k1

Рис. 2.15.

Проведемо коло k1 з центром у точцi T i радiусом r = T B. Оскiльки T B =
T C як дотичнi, що проведенi до кола k, i за умовою задачi, одержуємо, що
точки B1, B, C , C1 лежать на колi k1. Нехай кути трикутника ABC вiдповiдно
рiвнi:∠A= α,∠B = β i∠C = γ, тодiα+β+γ = 180◦. Нехай M середина BC ,
тодi T M ⊥ BC , бо трикутник BT C рiвнобедрений. Далi, з того, що ∠SAT =
90◦ = ∠SM T , то навколо чотирикутника SAM T можна описати коло. Звiдки
випливає, що

∠AMS = ∠ATS. (1)

Оскiльки T B i T C дотичнi до кола k, то за лемою 2.4 AT мiстить A-
симедiану трикутника ABC . Враховуючи, що AM медiана трикутника ABC ,
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то за властивiстю симедiани, одержуємо:

∠BAT = ∠CAM . (2)

За властивiстю кута мiж дотичною i хордою, що проведена у точку дотику,
одержуємо, що ∠T BC = ∠T CB = ∠BAC = α. Крiм того,

∠ABT = ∠ABC +∠CBT = β +α= 180◦ − γ= 180◦ −∠ACB,

тобто sin∠ABT = sin∠ACB. За теоремою синусiв з трикутникiв ABT i AC M ,
враховуючи (2), знаходимо:

BT
TA
=

sin∠BAT
sin∠ABT

=
sin∠CAM
sin∠AC M

=
C M
AM

,

тобто
BT
AT
=

C M
AM

. Оскiльки BT = C1T , то
C1T
AT
=

C M
AM

. Враховуючи це спiв-

вiдношення i спiввiдношення (1), одержуємо, що трикутники AT C1 i AMC
подiбнi. З подiбностi цих трикутникiв випливає рiвнiсть вiдповiдних ку-
тiв: ∠AC M = ∠AC1T , тобто ∠ACB = ∠AC1B1. Аналогiчно доводиться подi-
бнiсть трикутникiв AMB i AT B1. Звiдки слiдує, що ∠ABM = ∠AB1T , тобто
∠ABC = ∠AB1C1. Оскiльки ∠ACB = ∠AC1B1 i ∠ABM = ∠AB1T , то трикутники
ABC i AB1C1 подiбнi (за двома кутами), що i треба було довести. �

Задача 2.5. Нехай ABC D опуклий чотирикутник, в якому ∆ABC ∼
∆AC D. Доведiть, що пряма, симетрична до прямої AC вiдносно бiсектриси
кута BC D, дiлить дiагональ BD навпiл.

(Румунiя, 1997 р.)

Розв’язання.

B

A

C

D

P

B′

D′

M

k

k′

Рис. 2.16.

1-ий спосiб. Зробимо рисунок, що вiдпо-
вiдає умовi цiєї задачi, i будемо розв’язувати,
її виходячи з нього (див. рис. 2.16).

Опишемо коло k навколо трикутника
BC D. Проведемо через точки B i D прямi, па-
ралельнi до прямої AC . Нехай цi прямi пере-
тинають вдруге коло k у точках B′ i D′ вiд-
повiдно. Нехай кути трикутника ABC дорiв-
нюють: ∠A = α, ∠B = β , ∠C = γ. Оскiльки
трикутники ABC i AC D подiбнi, то∠CAD = α,
∠AC D = β , ∠ADC = γ. Оскiльки внутрiшнi
рiзностороннi кути при паралельних прямих
рiвнi, то ∠ADD′ = ∠DAC = α i ∠ABB′ =
∠BAC = α. Оскiльки вiдповiднi кути при па-
ралельних прямих рiвнi, то∠AB′B = ∠DAC =
α i ∠AD′D = ∠BAC = α.

Нехай P точка перетину дотичних до кола k у точках B i D. Тодi за тео-
ремою про дотичнi PB = PD. Крiм того, за теоремою про кут мiж дотичною
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i хордою, що проведена у точку дотику, матимемо: ∠PDB = ∠DB′B = α
i ∠PBD = ∠BD′D = α. З рiвнобедреного трикутника BPD знаходимо:
∠BPD = 180◦ − 2α. Таким чином, ∠BAD+∠BPD = 2α+ (180◦ − 2α) = 180◦,
тобто навколо чотирикутника ABPD можна описати коло. Позначимо його
через k′. Оскiльки PB = PD, то будуть рiвними дуги^BP i^PD кола k′, а це
означає, що ∠BAP = ∠PAD, тобто AP бiсектриса кута BAD. Крiм того, AC
також бiсектриса кута BAD. А це означає, що точки A, C , P колiнеарнi.

Таким чином, за лемою 2.4 мiстить C-симедiану трикутника BC D. Це
означає, що прямi CA i C M , де M середина BD, симетричнi вiдносно бiсе-
ктриси кута BC D, що i треба було довести.

2-ий спосiб. Щоб розв’язати цю задачу потрiбно довести, що пряма CA
мiстить C-симедiану трикутника BC D. ОскiлькиÍ ABC ∼Í AC D, то їх вiдпо-
вiднi елементи пропорцiйнi. Тому,

d (A, BC)
d (A, C D)

=
BC
C D

.

Тодi, за лемою 2.5, пряма CA мiстить C-симедiану трикутника BC D, що i
треба було довести. �

Задача 2.6. В трикутнику ABC проведена бiсектриса BD (точка D ле-
жить на сторонi AC). Пряма BD перетинає коло k, описане навколо трику-
тника ABC , у двох точках B i E. Коло ω, яке побудоване на вiдрiзку DE як
на дiаметрi, перетинає коло k у двох точках E i F . Доведiть, що пряма, яка
симетрична прямiй BF вiдносно прямої BD, мiстить медiану трикутника
ABC .

(Всеросiйська математична олiмпiада, 2009 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до цiєї задачi (див. рис. 2.17).
Для того, щоб довести твердження задачi, потрiбно довести, що пряма

BF мiстить B-симедiану трикутника ABC .
Оскiльки BD бiсектриса кута ABC , вона перетинає дугу AC кола k в її се-

рединi. Нехай колоω перетинає сторону AC у двох точках D i M . Так як DE
дiаметр кола ω, то ∠DM E = 90◦. Враховуючи, що E середина дуги AFC
кола k i EM⊥AC , то M середина AC . Далi, використовуючи властивостi
вписаних кутiв, одержуємо:

∠ABF = ∠AC F,

∠FAB = 180◦ −∠FCB = 180◦ −∠F EB =
= 180◦ −∠F ED = 180◦ −∠F M D = ∠F MC ,

тобто ∠FAB = ∠F MC . Тому,Í FAB ∼Í F MC (за двома кутами). Аналогiчно
доводиться, що Í FBC ∼Í FAM . Вiдомо, що вiдповiднi елементи подiбних
трикутникiв пропорцiйнi, тому

d (F, AB)
d (F, MC)

=
AB
MC

i
d (F, BC)
d (F, AM)

=
BC
AM

.
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Рис. 2.17.

Оскiльки d (F, MC) = d (F, AM) i MC = AM , то

d (F, AB)
d (F, MC)

:
d (F, BC)
d (F, AM)

=
AB
MC

:
BC
AM

,

тобто
d (F, AB)
d (F, BC)

=
AB
BC

. Тодi за лемою 2.5, одержуємо, що пряма BF мiстить

B-симедiану трикутника ABC , що i треба було довести. �

Задача 2.7. Нехай ABC трикутник, у якого G точка перетину медi-
ан. Нехай P рухома точка на вiдрiзку BC . Точки Q i R лежать на сторонах
AC i AB вiдповiдно такi, що PQ ‖ AB i PR ‖ AC . Доведiть, що, коли P рухається
вздовж вiдрiзка BC , то описане коло трикутника AQR проходить через фi-
ксовану точку X таку, що∠BAG = ∠CAX .

(Вiдбiр до Мiжнародної математичної олiмпiади, США, 2008 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 2.18).
Нехай X така точка всерединi трикутника ABC , що ∠ABX = ∠CAX i

∠ACX = ∠BAX . Потiм ми покажемо, що така точка iснує i вона єдина. А зараз
ми покажемо, що описане коло трикутника AQR проходить через точку X .
Дiйсно, з умов ∠ABX = ∠CAX i ∠ACX = ∠BAX випливає, що∆AX B ∼∆CXA
(за двома кутами). Крiм того, оскiльки PQ ‖ AB i PR ‖ AC , то за узагальненою
теоремою Фалеса матимемо:

CQ
QA
=

C P
PB
=

AR
RB

.
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Рис. 2.18. Рис. 2.19.

Звiдси випливає, що
CQ
QA
=

AR
RB

.

Враховуючи цю умову i подiбнiсть трикутникiв AX B i CXA, приходимо до
висновку, що ∠ARX = ∠CQX . З рiвностi цих кутiв випливає циклiчнiсть
точок A, Q, X i R, тобто, що описане коло трикутника QAR проходить через
фiксовану точку X . Залишилося довести iснування такої фiксованої точки X .

Розглянемо описане коло k навколо заданого трикутника ABC (рис. 2.19).
Проведемо до кола k дотичнi в точках B i C . Нехай S точка перетину цих до-
тичних. Нехай k′ описане коло трикутника BSC . Доведемо, що шуканою
точкою X буде точка перетину вiдрiзка AS з колом k′.

Нехай ∠ABX = ϕ, а ∠ABC = β , тодi ∠X BC = β − ϕ. За властивiстю
вписаних кутiв одержуємо:

∠CSX = ∠CBX = β −ϕ,
тобто ∠CSA= β −ϕ, а за теоремою про кут мiж дотичною i хордою, що про-
ведена у точку дотику, ∠AC T = ∠ABC = β . З трикутника ACS за теоремою
про зовнiшнiй кут трикутника, матимемо:

∠CAS = β − (β −ϕ) = ϕ,
тобто ∠ABX = ∠CAX . Аналогiчно доводиться, що ∠ACX = ∠BAX , тобто
iснування i єднiсть точки X доведено.

За лемою 2.4 матимемо, що промiнь AX мiстить A-симедiану AN три-
кутника ABC . Нехай M точка перетину AG i BC . Оскiльки G точка пе-
ретину медiан трикутника ABC , то M середина BC , тобто AM медiана
трикутника ABC . За означенням симедiани трикутника одержуємо, що

∠BAG = ∠BAM = ∠CAN = ∠CAX ,
тобто ∠BAG = ∠CAX , що i треба було довести. �
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2.2. Опорна задача-метод про центр спiральної
подiбностi

Спiральною подiбнiстю з центром O (або поворотною гомотетiєю) нази-
вають композицiю гомотетiї i повороту, що мають спiльний центр. Порядок,
в якому здiйснюється композицiя, є не суттєвим, боRϕO ◦H

k
O =H

k
O ◦R

ϕ
O. Коефi-

цiєнт спiральної подiбностi можна вважати додатним, бо R180◦

O ◦Hk
O =H

−k
O , а

кут повороту вiдкладатиметься за рухом годинникової стрiлки (див. рисунок
2.20).

A

B

C

A′

B′

C ′

O
Рис. 2.20.

Лема 2.12. Нехай P точка перетину вiдрiзкiв AB i A1B1. Якщо точки
A, B, A1, B1 i P рiзнi, то друга точка перетину описаних кiл трикутникiв
PAA1 i PBB1 є центром спiральної подiбностi, яка вiдображає точку A в точку
A1, а точку B в точку B1, причому така спiральна подiбнiсть єдина.

Доведення. Нехай O центр спiральної подiбностi, яка вiдображає вiд-
рiзок AB у вiдрiзок A1B1 (див. рис. 2.21, а).

ϕϕ

ϕ ϕ

A

BA′

B′

P

O

а)

A

BA′

B′

P

O

б)
Рис. 2.21.

Тодi, якщо ϕ кут повороту цiєї спiральної подiбностi, то ∠AOA1 = ϕ,
∠BOB1 = ϕ i ∠ (AB, A1B1) = ϕ, тобто ∠APA1 = ∠BPB1 = ϕ. З того, що
∠AOA1 = ∠APA1 випливає, що чотирикутник AOPA1 вписаний, а з того,
що ∠BOB1 = ∠BPB1 випливає, що чотирикутник BPOB1 вписаний, тобто
точка O це друга точка перетину описаних кiл трикутникiв PAA1 i PBB1.
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Навпаки, нехай O друга точка перетину описаних кiл трикутникiв
PAA1 i PBB1 (див. рис. 2.21, б).

Тодi ∠OAP = ∠OA1P (як вписанi, що спираються на одну i ту ж саму дугу)
i, аналогiчно, ∠OBP = ∠OB1P. Тому ∠OAB = ∠OA1B1 i ∠OBA= ∠OB1A1, а це
означає, що∆OBP ∼ ∆OA1B1, тобто O центр спiральної подiбностi, яка
вiдображає вiдрiзок AB у вiдрiзок A1B1, що i завершує доведення леми. �

Лема 2.13. Центром спiральної подiбностi, яка вiдображає вiдрiзок AB у
вiдрiзок BC , буде точка перетину кола, що проходить через точку A i дотика-
ється прямої BC у точцi B, i кола, що проходить через точку C i дотикається
прямої AB у точцi B.

Доведення.

A

B

CO

Рис. 2.22.

Нехай O друга точка перетину вка-
заних кiл (див. рис. 2.22).

За теоремою про кут мiж дотичною i
хордою, одержуємо:

∠OAB = ∠OBC i ∠OBA= ∠OCB.

Це означає, що ∆AOB ∼ ∆BOC , тобто
O центр спiральної подiбностi, яка вiд-
ображає вiдрiзок AB у вiдрiзок BC , що i
завершує доведення леми. �

Лема 2.14. Центр спiральної подiбностi, яка вiдображає вiдрiзок AB у вiд-
рiзок A1B1 спiвпадає з центром спiральної подiбностi, яка вiдображає вiдрiзок
AA1 у вiдрiзок BB1.

Доведення. Нехай P точка перетину вiдрiзкiв AB i A1B1. Позначимо
через O центр спiральної подiбностi, яка вiдображає вiдрiзок AB у вiдрi-
зок A1B1, тодi за лемою 2.12 точка O друга точка перетину описаних кiл
трикутникiв PAA1 i PBB1 (див. рис. 2.23).

A

BA′

B′

P

O

Рис. 2.23.

Тодi ∆OAB ∼ ∆OA1B1, тоб-
то ∠AOB = ∠A1OB1 i OA: OA1 =
OB : OB1. Тому ∠AOA1 = ∠BOB1 i
OA: OB = OA1 : OB1. А це означає,
що ∆OAA1 ∼ ∆OBB1, тобто точка O
є центром спiральної подiбностi, яка
вiдображає вiдрiзок AA1 у вiдрiзок BB1.
Випадок, коли вiдрiзки AB i A1B1 не
перетинаються, доводиться аналогiчно,
що i завершує доведення леми. �
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Олiмпiаднi задачi.

Задача 2.8. Нехай ABC DE опуклий п’ятикутник, в якому ∠BAC =
∠CAD = ∠DAE i∠CBA= ∠DCA= ∠EDA. Дiагоналi BD i C E перетинаються у
точцi P. Доведiть, що пряма AP дiлить вiдрiзок C D навпiл.

(Рекомендована США для Мiжнародної математичної олiмпiади, 2006 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї задачi
(рис. 2.24).

A

B

C

D

E

P

M

Рис. 2.24.

Так як ∠BAC = ∠CAD = ∠DAE i
∠CBA = ∠DCA = ∠EDA, то ∆ABC ∼
∆AC D ∼ ∆ADE (за двома кутами).
Оскiльки ∆ABC ∼ ∆AC D, тодi точка
A центр спiральної подiбностi, яка
вiдображає вiдрiзок BC у вiдрiзок C D.
За лемою 2.13, коло, описане навколо
трикутника ABC , дотикається до C D у
точцi C , а коло, описане навколо три-
кутника AC D, дотикається до BC у то-
чцi C . Аналогiчно доводиться, що A
центр спiральної подiбностi (тiєї ж са-
мої), яка вiдображає вiдрiзок C D у вiд-
рiзок DE. За лемою 2.13 коло, описане

навколо трикутника AC D, дотикається до DE у точцi D, а коло, описане
навколо трикутника ADE, дотикається до C D у точцi D.

Оскiльки ∆ABC ∼ ∆ADE, то A центр спiральної подiбностi, яка вiд-
ображає BC у вiдрiзок DE. За лемою 2.14 точка A буде центром спiральної
подiбностi, яка вiдображає вiдрiзок AD у вiдрiзок C E, а за лемою 2.12, їх
точка перетину P буде другою точкою перетину описаних кiл трикутникiв
ABC i ADE. Причому, C D спiльна зовнiшня дотична цих кiл.

Нехай M точка перетину AP i C D, тодi за теоремою про дотичну i сiчну,
матимемо: MC2 = M P ·MA i M D2 = M P ·MA. Звiдки слiдує, що MC2 = M D2,
тобто MC = M D, що i треба було довести. �

Задача 2.9. Опуклий чотирикутник ABC D вписаний в коло k з центром
O. Його дiагоналi AC i BD перетинаються в точцi P. Кола k1 i k2, описанi
навколо трикутникiв ABP i C DP, перетинаються у двох рiзних точках P i Q,
якi не спiвпадають з точкою O. Доведiть, що∠OQP = 90◦.

(Китай, 1992 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (див. рис. 2.25). Нехай O1 i O2
центри кiл, описаних навколо трикутникiв ABP i C DP вiдповiдно.

Оскiльки лiнiя центрiв двох кiл перпендикулярна до радикальної осi цих
кiл, то OO1 ⊥ AB, OO2 ⊥ C D i O1O2 ⊥ PQ.
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Рис. 2.25.

За лемою 2.12 точка Q центр спiральної подiбностi, яка вiдображає
вiдрiзок AB у вiдрiзок C D. Оскiльки точка Q при цьому перетвореннi залиша-
ється на мiсцi, то це перетворення вiдображає коло k1 на коло k2, тобто O1 на
точку O2. А це означає, що ∠O1QO2 = ϕ, де ϕ кут повороту. Оскiльки при
цьому вiдрiзок AB вiдображається у вiдрiзок C D, тоϕ кут мiж прямими AB i
C D, а iз перпендикулярностi OO1 ⊥ AB i OO2 ⊥ C D випливає, що∠O1OO2 = ϕ.
Дiйсно, нехай S точка перетину прямих AB i C D, тодi з того, що ϕ кут
повороту випливає, що ∠ASD = 180◦ −ϕ, а iз перпендикулярностi OO1 ⊥ AB
i OO2 ⊥ C D випливає, що ∠O1OO2 = ϕ.

Таким чином, ∠O1QO2 = ∠O1OO2, а це означає циклiчнiсть точок O1, Q,
O i O2, тобто чотирикутник O1QOO2 вписаний. Нехай T точка перети-
ну прямих O1P i C D, а ∠BAC = α. Оскiльки кути BAC i BDC вписанi в
коло k, то ∠BDC = ∠BAC = α, а ∠BO1P = 2α (як центральний кут в колi
k1). З рiвнобедреностi трикутника BO1P випливає, що O1PB = 90◦ − α, а
з вертикальностi кутiв O1PB i T PD випливає, що ∠T PB = 90◦ − α. Тому з
трикутника PT D знаходимо, що ∠PT D = 90◦, тобто O1P ‖ OO2. Аналогiчно
доводиться, що Q2P ‖ O1O. Тому O1OO2P паралелограм, звiдки слiдує, що
QO1 = O1P = OO2. Так як чотирикутник O1QOO2 вписаний i QO1 = OO2,
то цей чотирикутник трапецiя, бо OQ ‖ O1O2 (рiвнi хорди стягують рiвнi
дуги). Оскiльки OQ ‖ O1O2 i O1O2 ⊥ PQ, то OQ ⊥ PQ, тобто ∠OQP = 90◦, що i
треба було довести. �
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Задача 2.10. Нехай P точка перетину дiагоналей AC i BD опуклого
чотирикутника ABC D, O1 i O2 центри описаних кiл трикутникiв APD i
BC P вiдповiдно. Позначимо через M , N i O середини вiдрiзкiв AC , BD i O1O2
вiдповiдно. Доведiть, що O центр описаного кола трикутника M PN .

(Вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Корея, 2003 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi цiєї задачi
(рис. 2.26).
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Рис. 2.26.

Нехай Q друга точка пе-
ретину описаних кiл трику-
тникiв APD i BPC . Тодi, за ле-
мами 2.12 i 2.14 точка Q є
центром спiральної подiбно-
стi, яка вiдображає вiдрiзок
AD у вiдрiзок C D. Оскiльки
при цьому точка Q вiдображає-
ться сама в себе, то ця спiраль-
на подiбнiсть вiдображає ко-
ло (O1), яке описане навколо
трикутника AQD, у коло (O2),

яке описане навколо трикутника CQB, тобто точки A, D, Q i O1 цiєю спi-
ральною подiбнiстю вiдображаються у точки C , B, Q i O2 вiдповiдно. Це
означає, що трикутники AQC , DBQ i O1QO2 подiбнi. Оскiльки N , M i O
середини AC , DB i O1O2, то з подiбностi вказаних трикутникiв випливає,
що ∠QMC = ∠QNB = ∠QOO2, тобто ∠QM P = ∠QN P = ∠QOO2. Так як
∠QM P = ∠QN P, то це означає, що точки Q, M , N , P циклiчнi. Оскiльки
O1O2 серединний перпендикуляр до вiдрiзка PQ, то точка O, яка є середи-
ною O1O2 також лежить на O1O2 i рiвновiддалена вiд кiнцiв вiдрiзка PQ. Так
як серединний перпендикуляр до вiдрiзка є вiссю симетрiї цього вiдрiзка, то
∠QOO2 = ∠POO2. Отже,

∠QM P = ∠QN P =
1
2
∠QOP,

тобто O центр описаного кола трикутника M PN , що i потрiбно було дове-
сти. �

Задача 2.11. Нехай ABC D опуклий чотирикутник, у якому сторони
BC i AD рiвнi i не паралельнi. Точки E i F внутрiшнi точки сторiн BC i
AD. Вони рухаються по цих сторонах так, що BE = DF . Нехай P точка
перетину дiагоналей AC i BD, Q точка перетину BD i EF , а R точка
перетину AC i EF . Доведiть, що усi описанi кола трикутникiв PQR проходять
через фiксовану точку в площинi чотирикутника, вiдмiнну вiд точки P.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2005 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 2.27).
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A
B

C

D

O

P

Q

R

E

F

Рис. 2.27.

Нехай O друга точка перетину описаних кiл трикутникiв PBC i PDA,
тодi за лемами 2.12 i 2.14 точка O центр спiральної подiбностi, яка вiдобра-
жає вiдрiзок BC у вiдрiзок DA вiдповiдно, тобто точку B вiдображає в точку D,
а точку C у точку A. Коефiцiєнт подiбностi k цього перетворення дорiвнює:

k =
DA
BC
= 1. Це означає, що розглянута спiральна подiбнiсть є лише поворо-

том з центром O i кутом повороту ϕ. Оскiльки вiдрiзок BC вiдображається
у вiдрiзок DA, то ∠BOD = ∠COA= ϕ. Так як BE = DF , то це перетворення
вiдображає точку E у точку F . При цьому, ∠EOF = ϕ. Крiм того, OB = OD,
OC = OA i OE = OF як радiуси повороту. Це означає, що рiвнобедренi
трикутники BOD, COA i EOF подiбнi, бо у них кути при вершинi рiвнi
куту повороту. Звiдси випливає, що кути при їх основах рiвнi i дорiвнюють
90◦− ϕ

2 . Тому, з того, що∠OBQ = ∠OEQ = 90◦− ϕ

2 , то чотирикутник BEQO
вписаний. Звiдси випливає, що ∠OQR = ∠OBC = β . Оскiльки при нашому
поворотi трикутник OBC вiдображається у трикутник ODA, то цi трикутники
рiвнi, а тому ∠ODA= ∠OBC = β . За властивiстю вписаних кутiв, одержує-
мо: ∠OPR= ∠OPA= ∠ODA= β . Тому ∠OQR= ∠OPR, тобто чотирикутник
PQOR вписаний, а це означає, що описане коло трикутника PQR прохо-
дить через фiксовану точку O точку перетину описаних кiл трикутникiв
PBC i PDA, вiдмiнну вiд точки P, що i треба було довести. �

Задача 2.12. Нехай ABC D опуклий чотирикутник, а E i F точки на
його сторонах AD i BC розташованi так, що AE

ED =
BF
FC . Вiдомо, що промiнь F E
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перетинається з променем BA у точцi S, а з променем C D у точцi T . Дове-
дiть, що описанi кола трикутникiв SAE, SBF , T C F i T DE перетинаються в
однiй точцi.

(CША, 2006 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 2.28).

A

B

C

D

E

F

P

S

T

Рис. 2.28.

Нехай P друга точка перетину описаних кiл трикутникiв T C F i T DE.
Тодi за лемами 2.12 i 2.14 точка P центр спiральної подiбностi, яка вiдобра-
жає вiдрiзок C D у вiдрiзок F E, тобто точку C вiдображає у точку F , а точку
D у точку E. Тому∆PDC ∼∆PEF . Звiдси випливає, що

∠C PD = ∠F PE i
PC
PF
=

PD
PE

.

А тому
∠F PC = ∠F PE +∠EPC = ∠C PD+∠EPC = EPD

i
PC
PD
=

PF
PE

,

тобто ∆PC F ∼ ∆PDE (за пропорцiйнiстю двох сторiн i кутом мiж ними).
Ця подiбнiсть означає, що точка P центр спiральної подiбностi, яка вiд-

ображає вiдрiзок C F у вiдрiзок DE. З того, що
BF
FC
=

AE
ED

i точки A i B є

продовженнями сторiн DE i C F подiбних трикутникiв PDE i PC F випли-
ває, що ця спiральна подiбнiсть вiдображає вiдрiзок CB у вiдрiзок DA, тобто
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∆PCB ∼∆PDA. Звiдси випливає, що ∠C PB = ∠DPA i
PC
PD
=

PB
PA

. А тому

∠BPA= ∠BPC −∠APC = ∠APD−∠APC = ∠C PD

i
PA
PD
=

PB
PC

,

тобто ∆PAB ∼ ∆PDC (за пропорцiйнiстю двох сторiн i кутом мiж ними).
Оскiльки ∆PAB ∼ ∆PDC i ∆PDC ∼ ∆PEF , то ∆PAB ∼ ∆PEF . Це означає,
що iснує спiральна подiбнiсть з центром у точцi P, яка вiдрiзок AB вiдображає
у вiдрiзок EF , тобто описанi кола трикутникiв PAE i PBF вдруге перетина-
ються у точцi перетину прямих AB i EF , тобто у точцi S (див. доведення
леми 2.12).

Таким чином, описанi кола трикутникiв SAE, SBF , T C F i T DE перетина-
ються у точцi P, що i треба було довести. �



Роздiл 3

Планiметричнi задачi на
обчислення

У цьому роздiлi в систематичному виглядi викладено основний теорети-
чний матерiал, необхiдний для розв’язання олiмпiадних задач на обчислення.
Вiн дозволяє оригiнально розв’язувати олiмпiаднi планiметричнi задачi пiд-
вищеної складностi.

3.1. Вимiрювання кутiв, пов’язаних з колом

Згадаємо, що з колом пов’язанi центральнi i вписанi в нього кути. Цен-
тральний кут вимiрюється вiдповiдною кутовою мiрою дуги кола, на яку вiн
спирається, а вписаний половиною вiдповiдної кутової мiри дуги кола,
яка вiдтинається на колi сторонами кута i розташована всерединi вписаного
кута. Розглянемо ще три випадки взаємного розташування кута та кола.

Лема 3.1 (Про кут з вершиною всерединi кола). Кут з вершиною всере-
динi кола вимiрюється пiвсумою двох дуг цього кола, одна з яких розмiщена
мiж його сторонами, а iнша мiж їх продовженнями.

Доведення.

A

B
C

D
S

Рис. 3.1.

Нехай вершина S кута ASB лежить всерединi ко-
ла, а його сторони перетинають коло в точках A i B
(рис. 3.1).

Нехай променi, доповняльнi до променiв SA i SB,
перетинають коло в точках C i D. Знайдемо зале-
жнiсть мiж градусної мiрою кута ASB i кутовими мi-
рами дуг AB i C D. Кут ASB є зовнiшнiм кутом три-
кутника SBC . За теоремою про зовнiшнiй кут три-
кутника ∠ASB = ∠ACB + ∠DBC . Але цi кути вимi-

рюються вiдповiдно половинами кутових мiр дуг AB i C D. Таким чином,
одержуємо: ∠ASB = 1

2(^AB+^C D). �

Лема 3.2 (Про кут мiж двома сiчними з вершиною зовнi кола). Якщо
вершина кута лежить поза колом, а його сторони перетинають це коло,
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то вiн вимiрюється пiврiзницею дуг, що вiдтинаються сторонами кута i
розташованих всерединi нього.

Доведення.

A

B

C

DS

Рис. 3.2.

Дiйсно, нехай сторони кута ASB пе-
ретинають це коло вдруге в точках C i D
(рис. 3.2).

Тодi для зовнiшнього кута CBD три-
кутника SBC маємо ∠CBD = ∠ASB +
+∠ACB, звiдки, переходячи до дуг C D i
AB, на якi спираються вписанi кути CBD
i ACB, отримуємо спiввiдношення, яке i
треба довести:

∠ASB =
1
2
(^DC−^AB).

�

Лема 3.3 (Про кут мiж сiчною i дотичною). Кут з вершиною на колi мiж
її хордою i дотичною вимiрюється половиною кутової мiри дуги цього кола,
що розташована всерединi даного кута. Якщо сiчна до кола не проходить
через точку дотику iншої прямої з цим колом, то кут мiж ними вимiрює-
ться пiврiзницею дуг, на якi дiлиться точкою дотику дуга, яка розташована
всерединi цього кута.

Доведення. Кут мiж сiчною i дотичною може мати вершину на колi
(рис. 3.3, а) або ж поза ним (рис. 3.3, б).

A

B

D

O

S

а)

A

B
C

S

б)
Рис. 3.3.

У першому випадку, якщо цей кут ASB гострий, то вiн дорiвнює рiзницi
прямого кута BSD i вписаного кута ASD. Отже,

∠ASB = 90◦ −∠ASD = 90◦ −
1
2
^AD =

1
2
^SD−

1
2
^AD =

1
2
^SA.
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Якщо кут тупий, то аналогiчними мiркуваннями отримуємо той самий ре-
зультат. Отже, доведено, що кут мiж дотичною i хордою, що проведена в
точку дотику, вимiрюється половиною кутової мiри дуги кола, яка лежить
всерединi цього кута.

Використовуючи доведений факт
�

∠SAB = 1
2 ^BA

�

, для другого випадку
одержуємо:

∠ASB = ∠ABC −∠SAB =
1
2
^AC −

1
2
^BA=

1
2
(^AC−^BA) .

Отже, якщо сiчна до кола не проходить через точку дотику iншої прямої
з цим колом, то кут мiж ними вимiрюється пiврiзницею дуг, на якi дiлиться
точкою дотику дуга, що розташована всерединi цього кута. �

3.2. Пропорцiйнi вiдрiзки

При розв’язуваннi олiмпiадних задач з планiметрiї на обчислення слiд
опанувати i використовувати властивостi пропорцiй.

Лема 3.4 (Про основну властивiсть рiвних вiдношень). Якщо маємо ряд
рiвних вiдношень

a1

b1
=

a2

b2
= . . .=

an

bn
= k,

то для будь-яких дiйсних чисел x1, x2, . . . , xn таких, що x1 b1+x2 b2+...+xn bn 6=
0, виконується спiввiдношення:

x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan

x1 b1 + x2 b2 + . . .+ xn bn
= k =

ai

bi
, де i = 1, 2, . . . , n.

Доведення. З умови випливає, що ai = kbi (i = 1,2, . . . , n). Тодi x1a1 =
kx1 b1, xnan = kxn bn, . . . , xnan = kxn bn, а

x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan = kx1 b1 + kx2 b2 + . . .+ kxn bn.

Звiдки слiдує, що

x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan = k (x1 b1 + x2 b2 + . . .+ xn bn) ,
x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan

x1 b1 + x2 b2 + . . .+ xn bn
= k.

�

Лема 3.5 (Про пропорцiйнi вiдрiзки на сторонах кута). Якщо сторони
кута перетнути паралельними прямими, то вiдрiзки, що вiдтинаються
ними на однiй сторонi цього кута, пропорцiйнi вiдповiдним вiдрiзкам, що
вiдтинаються ними на iншiй його сторонi.

Доведення. Зробимо рисунок до цiєї леми (рис. 3.4).
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A

B

C

A1 B1 C1
O

B2

C2

Рис. 3.4.

Нам треба довести, що
OA
OA1

=
AB

A1B1
=

BC
B1C1

= . . .

Для доведення побудуємо вiдрiзки AB2,
BC2, . . . , паралельнi до сторони OA1 за-
даного кута з вершиною O. Трикутни-
ки OAA1, ABB2, BCC2, . . . подiбнi мiж со-
бою, бо рiвними є вiдповiднi кути при
паралельних OA1, AB2, BC2, . . . i рiвни-
ми є вiдповiднi кути при паралельних
AA1, BB1, CC1, . . . . Звiдси випливає, що

OA
OA1

=
AB
AB2

=
BC
BC2

= . . . .

Оскiльки AA1B1B2, BB1C1C2, . . . паралелограми, то AB2 = A1B1, BC2 = B1C1,
. . . , тобто потрiбне вiдношення доведено.

Зокрема, якщо OA = AB = BC = . . ., то OA1 = A1B1 = B1C1 = . . .. Тому,
має мiсце i таке твердження: якщо на однiй сторонi кута вiдкладено рiвнi
вiдрiзки i через їхнi кiнцi проведенi паралельнi прямi, що перетинають iншу
сторону цього кута, то на нiй вiдтинаються також рiвнi вiдрiзки (теорема
Фалеса). �

Лема 3.6 (Обернена до леми 3.5). Якщо на однiй сторонi кута вiд його
вершини O вiдкладенi вiдрiзки OA, AB, BC , . . . i на iншiй його сторонi також
вiд вершини O вiдкладенi вiдповiдно пропорцiйнi їм вiдрiзки OA1, A1B1, B1C1,
. . . :

OA
OA1

=
AB

A1B1
=

BC
B1C1

= . . . ,

то прямi AA1, BB1, CC1, . . . паралельнi.
Доведення. Дiйсно, на основi леми 3.4

OB
OB1

=
OA+ AB

OA1 + A1B1
=

OA
OA1

,

тобто
OB
OB1

=
OA
OA1

. Отже, трикутники OAA1 i OBB1 гомотетичнi i тому

AA1 ‖ BB1. Аналогiчно доводиться, що AA1 ‖ CC1. Зокрема, якщо OA= AB =
BC = . . . i OA1 = A1B1 = B1C1 = . . ., то прямi AA1 ‖ BB1 ‖ CC1 ‖ . . . (обернена
теорема Фалеса). �

Лема 3.7 (Про пропорцiйнi вiдрiзки на паралельних прямих). Якщо двi
паралельнi прямi перетнути прямими, якi проходять через одну точку, то
на даних паралельних прямих вiдтинаються вiдповiднi пропорцiйнi вiдрiзки.
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Доведення. Зробимо рисунок до цiєї леми i будемо доводити її, виходячи
з нього (рис. 3.5).

A B C D

A1 B1 C1 D1

O

Рис. 3.5.

Нам треба довести, що
AB

A1B1
=

BC
B1C1

=
C D

C1D1
= . . . .

Дiйсно, задамо гомотетiю з центром O точцi
перетину сiчних, i парою вiдповiдних точок:
A→ A1. Оскiльки прямi паралельнi, то ця го-
мотетiя вiдображає точки: B → B1, C → C1,
D→ D1, . . . . За властивiстю гомотетiї розгляну-
тi вiдношення дорiвнюють коефiцiєнту гомо-
тетiї.

Iнше доведення можна одержати, розглянувши подiбнi трикутники:
∆OAB ∼∆OA1B1,∆OBC ∼∆OB1C1,∆OC D ∼∆OC1D1, . . . . �

Лема 3.8 (Про властивiсть бiсектриси трикутника). Бiсектриса кута
трикутника дiлить протилежну сторону на вiдрiзки, пропорцiйнi приле-
глим сторонам трикутника.

Доведення. Зробимо рисунок до цiєї леми (рис. 3.6).

A B

C

D

E

Рис. 3.6.

Нехай C D бiсектриса трикутника ABC . Побу-
дуємо BE ‖ C D (див. рис. 3.6). Тодi ∠AC D = ∠AEB
i ∠BC D = ∠CBE, а оскiльки ∠AC D = ∠BC D, то
∠AEB = ∠CBE i тому BC = C E. За лемою 3.6 одер-
жуємо:

AD
DB
=

AC
C E

,

тобто
AD
DB
=

AC
CB

,

що i треба було довести. �

Розглянемо тепер бiсектрису зовнiшнього кута трикутника. У рiвнобедре-
ному трикутнику бiсектриса зовнiшнього кута при вершинi рiвних сторiн
паралельна третiй сторонi (основi) трикутника. В iнших випадках бiсектриса
зовнiшнього кута перетинає пряму, що мiстить протилежну сторону. Точка
перетину володiє властивiстю, аналогiчною, що доведено вище.

Лема 3.9 (Про бiсектрису зовнiшнього кута трикутника). Якщо бiсе-
ктриса зовнiшнього кута трикутника ABC перетинає пряму, яка мiстить
його протилежну сторону, то вiдстанi вiд точки перетину до кiнцiв цiєї
сторони пропорцiйнi прилеглим сторонам трикутника.

Доведення.
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A B

C

D

E

F

Рис. 3.7.

Нехай C D бiсектриса зовнiшнього
кута при вершинi C в трикутнику ABC .
Нам треба довести спiввiдношення (див.
рис. 3.7):

DA
DB
=

CA
CB

.

Проведемо BE ‖ C D, тодi ∠BEC =
= ∠DC F (як вiдповiднi при паралельних
BE i C D), а ∠CBE = ∠BC D (як внутрiшнi рiзностороннi при цих самих пара-
лельних). Отже, трикутник BC E рiвнобедрений, тобто CB = C E. Далi, за
лемою 3.6 одержуємо:

DA
DB
=

CA
C E
=

CA
CB

,

тобто
DA
DB
=

CA
CB

, що i треба було довести. �

Пряма, що має з колом двi рiзнi спiльнi точки називається сiчною цього
кола.

Лема 3.10. Якщо через дану точку, що не належить даному колу, прове-
дена до цього кола довiльна сiчна, то добуток вiдрiзкiв сiчної, що з’єднують
цю точку iз точками її перетину з колом, не залежить вiд вибору сiчної.

Доведення.

A

B

C

D

M

а)

A

B

CD
M

б)
Рис. 3.8.

Для доведення проведемо через цю точку M двi довiльнi сiчних AB i C D
(див. рисунок 3.8). Трикутники MAD i MCN подiбнi, так як ∠A = ∠C (за
властивiстю вписаних кутiв), i ∠M спiльний (як вертикальнi). У випадку,
коли точка M поза колом, ∠M DA= ∠MBC (за властивiстю вписаних кутiв),
а ∠M спiльний. З подiбностi цих трикутникiв випливає, що

MA
MC

=
M D
MB

або MA ·MB = MC ·M D, що i треба було довести. �
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Лема 3.11 (Про сiчну i дотичну). Якщо iз деякої точки проведенi до кола
дотична i сiчна, то вiдрiзок, що сполучає дану точку з точкою дотику, є сере-
днiм геометричним вiдрiзкiв, що з’єднують цю ж точку з точками перетину
сiчної i кола.

Доведення. Зробимо рисунок до цiєї леми i будемо доводити її, виходячи
з нього (рис. 3.9).

A

B

C

M

Рис. 3.9.

Нехай з точки M , що лежить поза колом,
проведенi до неї сiчна AB i дотична MC . Тодi

MC2 = MA ·MB.

Дiйсно, трикутники MAC i MBC подiбнi: вони
мають спiльний кут M i рiвнi кути AC M та ABC
(обидва вимiрюються половиною дуги AC). З їх
подiбностi слiдує потрiбне спiввiдношення. �

Лема 3.12 (Про квадрат бiсектриси). Квадрат бiсектриси кута трику-
тника дорiвнює добутку його сторiн без добутку вiдрiзкiв, на якi бiсектриса
дiлить третю сторону трикутника.

Доведення.

A B

C

D

E

ab

m n

l

Рис. 3.10.

Зробимо рисунок до цiєї леми (див.
рис. 3.10).

Нехай бiсектриса кута C трикутника
ABC перетинає сторону AB у точцi D, а опи-
сане навколо трикутника коло в точцi E.
Якщо AD = m, DB = n, C D = l, то за ле-
мою 3.10

mn= l · DE = l (C E − l) = l · C E − l2.

З подiбних трикутникiв AC E i C DB отриму-
ємо: l · C E = ab. Тому mn= ab− l2, звiдки

l2 = ab−mn,

що i треба було довести. �

Лема 3.13 (Про подвiйне вiдношення чотирьох колiнеарних точок). Да-
но двi прямi l i l1. Чотири прямi, що проходять через одну точку O, перетина-
ють пряму l в точках A, B, C , D, а пряму l1 вiдповiдно в точках A1, B1, C1,
D1. Довести, що

AC

CB
:

AD

DB
=

A1C1

C1B1

:
A1D1

D1B1

.

Доведення. Зробимо рисунок до цiєї леми i будемо доводити її, виходячи
з нього (див. рис. 3.11).
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A

B
C

D

A1 B1 C1 D1

P

P1

Q

Q1

O

l1

l

Рис. 3.11.

Проведемо через точки B i B1 прямi, паралельнi прямiй OA (див. рис.3.11).
Нехай перша перетинає прямi OC та OD в точках P i Q, а друга в точках P1
i Q1. Тодi

AC

CB
=

AO

PB
i

AD

DB
=

AO

QB
.

Подiливши почленно цi рiвностi, одержуємо:

AC

CB
:

AD

DB
=

QB

PB
.

На тих же пiдставах
A1C1

C1B1

:
A1D1

D1B1

=
Q1B1

P1B1

.

Але за лемою 3.6 одержуємо:

QB

PB
=

Q1B1

P1B1

,

що i завершує доведення. �

Вiдношення
AC

CB
:

AD

DB
називають подвiйним вiдношенням чотирьох

колiнеарних точок A, B, C , D i позначають (AB; C D).
Доведений результат можна сформулювати коротко: подвiйне вiдношен-

ня чотирьох точок прямої не змiнюється при центральному проектуваннi
прямої на пряму, тобто (AB; C D) = (A1B1; C1D1).

У випадку паралельного проектування одержаний результат також має
мiсце.
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3.3. Основнi метричнi спiввiдношення в
трикутнику та чотирикутнику

При розв’язуваннi олiмпiадних задач з планiметрiї на обчислення слiд
опанувати i використовувати наступнi спiввiдношення для довiльного три-
кутника i чотирикутника.

Нехай в трикутнику ABC: a = BC , b = CA, c = AB довжини його сторiн,
α, β , γ величини його кутiв, p = 1

2(a + b + c) його пiвпериметр, r
радiус вписаного кола, R радiус описаного кола, ha довжина висоти,
опущеної на сторону a, ra радiус зовнiвписаного кола, яке дотикається
сторони BC , SABC площа трикутника ABC .

Теорема 3.1 (Теорема синусiв). Для трикутника ABC виконується спiв-
вiдношення:

a
sinα

=
b

sinβ
=

c
sinγ

= 2R.

Теорема 3.2 (Теорема косинусiв). Для трикутника ABC виконуються
спiввiдношення:

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,

b2 = a2 + c2 − 2ac cosβ ,

c2 = a2 + b2 − 2ab cosγ.

Теорема 3.3 (Формули для обчислення площi трикутника). Для обчи-
слення площi трикутника ABC можна використовувати одну iз наступних
формул:

1) SABC =
1
2 aha =

1
2 bhb =

1
2 chc;

2) SABC =
1
2 ab sinγ= 1

2 bc sinα= 1
2 ac sinβ;

3) SABC =
p

p (p− a) (p− b) (p− c);
4) SABC = pr;
5) SABC = (p− a) ra;
6) SABC =

1
2R2 (sin2α+ sin2β + sin2γ).

Справедливiсть цих усiх формул доведено в шкiльних пiдручниках з гео-
метрiї для 9-го класу. Тому ми опускаємо їх доведення, сподiваючись на те,
що читач самостiйно вiдновить цi доведення.

Зауважимо, що формула S = pr має мiсце для довiльного многокутника з
пiвпериметром p, описаного навколо кола радiусом r.

Теорема 3.4 (Рiвнiсть паралелограма). Для будь-якого паралелограма
ABC D виконується таке спiввiдношення:

AB2 + BC2 + C D2 + DA2 = AC2 + BD2.

Доведення.
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A

B C

D

Рис. 3.12.

Розглянемо паралелограм ABC D
(див. рисунок 3.12).

Оскiльки протилежнi сторони па-
ралелограма паралельнi, то ∠BAD +
∠ADC = 180◦ i cos∠BAD = − cos∠ADC .
Тому за лемою 3.2 одержуємо:

BD2 = AB2 + AD2 − 2 · ABAD · cos∠BAD

i
AC2 = AD2 + C D2 − 2 · AD · C D · cos∠ADC .

Враховуючи, що протилежнi сторони паралелограма рiвнi i cos∠BAD =
− cos∠ADC , пiсля додавання цих двох рiвностей, одержимо рiвнiсть:

AB2 + BC2 + C D2 + DA2 = AC2 + BD2.

�

Олiмпiаднi задачi

Задача 3.1. Точка D лежить на сторонi AC трикутника ABC , в якому
∠C < ∠A< 90◦, причому BD = BA. Вписане коло трикутника ABC дотикає-
ться його сторiн AB i AC в точках K i L вiдповiдно. Нехай J центр вписаного
кола в трикутник BC D. Доведiть, що пряма K L дiлить вiдрiзок AJ навпiл.

(Shortlisted Problems for IMO 2006)

Розв’язання.

A

B

C
D

K

P

MT L

J

Рис. 3.13.

Позначимо через P точку пе-
ретину AJ i K L (рис. 3.13). Вiд-
мiтимо на AC таку точку M , що
J M ‖ K L. Точка P буде середи-
ною AJ тодi i тiльки тодi, коли
AM = 2 · AL, що i будемо дово-
дити.

Позначимо∠BAC = 2α, тодi з
рiвностей BA= BD i AK = AL ви-
пливає, що ∠ADB = 2α i ∠ALK =
90◦ −α. Оскiльки DJ бiсектриса ∠BDC , то одержуємо

∠C DJ =
1
2
· (180◦ −∠ADB) = 90◦ −α.

Але ∠DMJ = ∠ALK = 90◦ −α , бо J M ‖ K L. Тому J D = J M .
Нехай вписане коло трикутника BC D дотикається сторони AC в точцi T .

Тодi J T ⊥ C D, тобто J T висота рiвнобедреного трикутника MJ D. Звiдки
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слiдує, що M T = T D, а це означає, що

DM = 2DT = BD+ C D− BC .

Таким чином,

AM = AD+ DM = AD+ (BD+ C D− BC) =
= AD+ AB + DC − BC =
= AC + AB − BC = 2 · AL,

що i треба було довести. �

Задача 3.2. Нехай J центр зовнiвписаного кола трикутника ABC , яке
дотикається до сторони BC в точцi A1, а до продовжень сторiн AC i AB в
точках B1 i C1 вiдповiдно. Припустимо, що прямi A1B1 i AB взаємно перпен-
дикулярнi, i перетинаються в точцi D. Нехай E основа перпендикуляра,
опущеного iз точки C1 на пряму DJ . Знайдiть величину кутiв∠BEA1 i∠AEB1.

(Shortlisted Problems for IMO 2006)

Розв’язання. Спосiб 1. Нехай K точка перетину прямих JC i A1B1
(рис. 3.14). Оскiльки JC1 ⊥ AB i A1B1 ⊥ AB, то вiдрiзки JK i C1D паралельнi i
рiвнi. З прямокутного трикутника B1CJ знаходимо JC1

2 = JB1
2 = JC · JK =

JC · C1D, тобто

DC1

C1J
=

C1J
JC

.

A B

C

D

A1

B1

C1

J

E

K

Рис. 3.14.

А це означає, що прямокутнi три-
кутники DC1J i C1JC подiбнi. Звiдси
слiдує, що ∠C1DJ = ∠JC1C , тобто
прямi DJ i C1C взаємно перпендику-
лярнi, що забезпечує колiнеарнiсть
точок C1, E, C .

Оскiльки ∠CA1J = ∠CB1J =
= ∠C EJ = 90◦, то точки A1, B1 i E
лежать на колi з дiаметром CJ . Тому

∠DBA1 = ∠A1CJ = ∠DEA1,

що забезпечує циклiчнiсть чотири-
кутника BEA1D. Звiдси й слiдує, що
∠A1EB = 180◦ −∠A1DB = 90◦.

Оскiльки ∠EB1A= ∠EJC = ∠EDC1, то чотирикутник ADEB1 також циклi-
чний. Звiдки слiдує, що ∠AEB1 = ∠ADB = 90◦, що i треба було знайти.

Спосiб 2. Нехайω1,ω2 iω3 кола з дiаметрами C1D, A1B i AB1 вiдповiдно
(рис. 3.15).
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A B

C

D

A1

B1

C1

J

E

ω1

ω2

ω3

Рис. 3.15.

Вiдрiзки JC1, JA1 i JB1 є дотични-
ми до цих кiл вiдповiдно, а два сумi-
жнi прямi кути з вершиною D вписанi
в колаω2 iω3. Оскiльки ∠C1ED пря-
мий, то точка E належить колу ω1,
причому JC1

2 = J D · J E.
Оскiльки JA1 = JB1 = JC1, як ра-

дiуси зовнiвписаного кола, то
JA1

2 = J D · J E i JB1
2 = J D · J E.

Цi рiвностi еквiвалентнi тому, що то-
чка E належить коламω2 iω3, що за-
безпечує рiвностi

∠BEA1 = ∠AEB1 = 90◦.
�

Задача 3.3. Два кола з центрами O1 i O2 перетинаються в точках A i B.
На колi O1 вiдмiтили таку точку D, що промiнь DO1 дотикається до кола
O2 в точцi C . При цьому, пряма CA дотикається кола O1 у точцi A. Нехай
AE хорда кола O1, яка перпендикулярна до прямої C D. Iз точки A опустимо
перпендикуляр AF на пряму DE. Доведiть, що пряма BD дiлить вiдрiзок AF
навпiл.

(Китай, 2005)

Розв’язання. Нехай AE перетинає C D в точцi H, а BD перетинає AF у
точцi G. Проведемо вiдрiзки AB, BC , BH, BE, C E i GH. В силу симетрiї C E
також дотична до кола O1 i H середина AE (рис. 3.16).

A

B

C
D

E
F

G

HO1

O2

Рис. 3.16.

З того, що ∠HCB = ∠BAC i ∠BAC = ∠BEH, випливає ∠HCB = ∠HEB,
тобто точки H, B, C , E циклiчнi. Тому, ∠BHC = ∠BEC .
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Далi, з рiвностi кутiв ∠BEC = ∠BDE, одержуємо рiвнiсть
∠BHC = ∠BDE. (1)

З того, що AF ⊥ DE, випливає
∠AGB = 90◦ −∠BDE, (2)

а з того, що AE ⊥ DC , випливає
∠AHB = 90◦ −∠BHC . (3)

З рiвностей (1), (2) i (3) випливає рiвнiсть ∠AGB = ∠AHB. Ця рiвнiсть
забезпечує циклiчнiсть точок A, G, H, B. Тому ∠AHG = ∠ABG = ∠AED, тобто
GH ‖ DE. Оскiльки H середина AE, то за теоремою Фалеса G середина
AF , що i треба було довести. �

Задача 3.4. Iз точки P, яка знаходиться зовнi колаω, провели двi дотичнi
PA, PB (A i B точки дотику) i сiчну, яка перетинає ω в точках C i D (C
лежить мiж P i D). Пряма, яка проходить через точку B паралельно до AP,
перетинає прямi AC i AD в точках E i F вiдповiдно. Доведiть, що B середина
вiдрiзка EF .

(Китай, 2005)

Розв’язання. Проведемо вiдрiзки BC , BA i BD (рис. 3.17), тодi ∠ABC =
∠PAC = ∠AEF . Звiдси випливає, що трикутники ABC i AEB подiбнi (за

двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв випливає, що
BC
BE
=

AC
AB

. Звiдки
знаходимо, що

BE =
AB · BC

AC
. (1)

Оскiльки ∠ABF = ∠PAB = ∠ADB, то трикутники ABF i ADB також бу-
дуть подiбними (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв випливає

пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн:
BF
BD
=

AB
AD

. Звiдки знаходимо, що

BF =
AB · BD

AD
. (2)

A

B

C

D

E F

P

Рис. 3.17.

З iншого боку, так як трикутник
PBC подiбний трикутнику PDB i
трикутник PCA подiбний трикутни-
ку PAD, то

BC
BD
=

PC
PB

i

AC
AD
=

PC
PA

.

Оскiльки PA = PB (як дотичнi),
то одержуємо:

BC
BD
=

AC
AD

,



3.3. Основнi метричнi спiввiдношення в трикутнику та чотирикутнику 77

тобто
BC
AC
=

BD
AD

. (3)

Таким чином, з рiвностей (1), (2) i (3) одержуємо, що BE = BF , що i треба
було довести. �

Задача 3.5. Нехай 2p периметр гострокутного трикутника ABC ,
який не є рiвностороннiм. Нехай P довiльна точка, яка лежить всерединi
трикутника ABC , D, E i F основи перпендикулярiв, опущених iз P на сто-
рони BC , CA i AB вiдповiдно. Доведiть, що точка P лежить на прямiй, яка
проходить через центри вписаного i описаного кiл трикутника ABC .

(Китай, 2006)

Розв’язання.

x

y

A(m, n)

B C(a, 0)D

EF

P(x , y)

Рис. 3.18.

Нехай BC = a, CA = b, AB = c. Не
порушуючи загальностi будемо вважа-
ти, що b 6= c. Скористаємося методом
координат. Нехай трикутник ABC роз-
ташований на координатнiй площинi
так, як це вказано на рисунку 3.18. То-
дi наступнi точки матимуть координа-
ти: A(m, n), B (0, 0), C (a, 0) i P (x , y).
Оскiльки PF ⊥ AB, то

AF2 − BF2 = AP2 − BP2,

тобто

AF2 − (c − AF)2 = AP2 − BP2.

Використовуючи формулу для обчислення вiдстанi мiж двома точками
координатної площини, одержимо:

2c · AF − c2 = (x −m)2 + (y − n)2 − x2 − y2,

тобто

AF =
m2 + n2 − 2mx − 2ny

2c
+

c
2

.

Оскiльки PE ⊥ AC , то

C E2 − AE2 = PC2 − AP2,

тобто
C E2 − (b− C E)2 = PC2 − AP2.

Використовуючи формулу для обчислення вiдстанi мiж двома точками
координатної площини, одержимо:

2b · C E − b2 = (x − a)2 + y2 − (x −m)2 − (y − n)2,
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тобто

C E =
2mx + 2ny −m2 − n2 − 2ax + a2

2b
+

b
2

.

Оскiльки AF + BD+ C E = p, то
m2 + n2 − 2mx − 2ny

2c
+

c
2
+ x +

2mx + 2ny −m2 − n2 − 2ax + a2

2b
+

b
2
= p,

тобто
�m

b
−

a
b
−

m
c
+ 1

�

x +
�n

b
−

n
c

�

y +
a2

2b
+

b+ c
2
+

m2 + n2

2

�

1
c
−

1
b

�

− p = 0.

Це лiнiйне рiвняння вiдносно x та y i воно задає на координатнiй площинi
фiксовану пряму l. Оскiльки b 6= c i n 6= 0, то точка P буде лежати на l.

Залишилося довести, що точка O центр описаного кола трикутника
ABC i точка I центр вписаного кола трикутника ABC також лежить на l.
Для цього треба довести, що для них виконується рiвнiсть AF + BD+ C E = p,
бо вона рiвносильна рiвнянню прямої l.

Для точки O її проекцiї D, E i F будуть серединами сторiн BC , CA i AB
(рис. 3.19, а). Тому,

AF + BD+ C E =
c
2
+

a
2
+

b
2
= p.

A

O

C
D

EF

B

а)

A

I

C
D

EF

B

б)
Рис. 3.19.

Для точки I її проекцiї D, E i F будуть точками дотику (рис. 3.19, б).
Тому, використовуючи формули для дотичних вiдрiзкiв трикутника ABC ,
матимемо:

AF + BD+ C E = (p− a) + (p− b) + (p− c) = 3p− (a+ b+ c) =
= 3p− 2p = p.

�

Задача 3.6. Нехай ABC D опуклий чотирикутник, I1 та I2 центри
вписаних кiл трикутникiв ABC i BC D вiдповiдно. Пряма I1I2 перетинає прямi
AB i C D в точках E i F вiдповiдно. Нехай P точка перетину променiв AB i
DC . Доведiть, що коли PE = PF , то чотирикутник ABC D вписаний.
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Розв’язання. З’єднаємо точки I1 та I2 з вершинами вiдповiдних трику-
тникiв (див. рисунок 3.20).

A B

C

D

E

F

P

I1

I2

Рис. 3.20.

Оскiльки PE = PF , то ∠PEF = ∠PF E. Але
∠PEF = ∠I2I1B −∠EBI1 = ∠I2I1B −∠I1BC ,

∠PF E = ∠I1I2C −∠FC I2 = ∠I1I2C −∠I2CB.
Звiдси впливає, що

∠I2I1B −∠I1BC = ∠I1I2C −∠I2CB,
тобто

∠I2I1B +∠I2CB = ∠I1I2C +∠I1BC .
З iншого боку,

∠I2I1B +∠I2CB +∠I1I2C +∠I1BC = 360◦,
тому

∠I2I1B +∠I2CB = 180◦,
тобто точки I1, I2, C , B циклiчнi. З циклiчностi цих чотирьох точок випли-
ває, що

∠BI1C = ∠BI2C .
Тому одержуємо, що

∠I1BC +∠I1CB = ∠I2BC +∠I2CB,

∠ABC +∠ACB = ∠DBC +∠DCB.

Звiдси випливає, що∠BAC = ∠BDC , тобто чотирикутник ABC D вписаний,
що i треба було довести. �

Задача 3.7. В чотирикутник ABC D вписане коло, яке дотикається до
його сторiн AB, BC , C D, DA в точках A1, B1, C1, D1 вiдповiдно. Нехай E, F , G,
H середини вiдрiзкiв A1B1, B1C1, C1D1, D1A1 вiдповiдно. Доведiть, що чоти-
рикутник EFGH прямокутник тодi i тiльки тодi, коли ABC D є вписаним
чотирикутником.

(Китай, 2003)
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Розв’язання. Нехай I центр вписаного кола чотирикутника ABC D
(рис. 3.21).
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Рис. 3.21.

Так як H середина A1D1 i AA1,
AD1 двi дотичнi до вписаного ко-
ла, що проведенi iз точки A, то то-
чка H лежить на AI , причому AI ⊥
A1D1. Так як I D1 ⊥ AD1, то з прямоку-
тного трикутника AD1I , враховуючи,
що D1H його висота, знаходимо, що
IH · IA= I D1

2 = r2, де r радiус впи-
саного кола чотирикутника ABC D.
Аналогiчно доводиться, що I E · IB =
r2, тому I E · IB = IH · IA, тобто то-
чки A, H, E, B циклiчнi. Звiдси ви-
пливає, що ∠EHI = ∠ABE. Аналогi-
чно доводиться, що ∠IHG = ∠ADG,
∠I F E = ∠CBE i ∠I FG = ∠C DG. До-
давши цi чотири рiвностi, одержимо:

∠EHG +∠EFG = ∠ABC +∠ADC .

Одержана рiвнiсть означає, що чотирикутник ABC D буде вписаним тодi i
тiльки тодi, коли чотирикутник EFGH також буде вписаним. Проте чоти-
рикутник EFGH паралелограм Варiньйона чотирикутника A1B1C1D1, а
тому чотирикутник EFGH буде вписаний тодi i тiльки тодi, коли EFGH
прямокутник, що i завершує розв’язання. �

Задача 3.8. Нехай сума вiдстаней вiд точки P, що знаходиться всере-
динi опуклого чотирикутника ABC D, до прямих AB, BC , C D i DA є сталою
величиною. Доведiть, що ABC D паралелограм.

Розв’язання. Нехай d (P, l) означає вiдстань вiд точки P до прямої l. Спо-
чатку доведемо наступне твердження.

Лема. Нехай точка P лежить всерединi заданого кута SAT , величина
якого дорiвнюєα. Якщо сума вiдстаней вiд точки P до прямих AS i AT дорiвнює
додатному числу d, то ГМТ P буде вiдрiзок BC , кiнець B якого знаходиться
на променi AS, а кiнець C якого на променi AT , причому AB = AC = d

sinα .
Крiм того, якщо точка Q знаходиться всерединi трикутника ABC , то сума
вiдстаней вiд точки Q до прямих AS i AT буде меншою за число d, а коли точка
Q знаходиться зовнi трикутника ABC i всерединi кута SAT , то ця сума буде
бiльшою за d.

Доведення. Для AB = AC = d
sinα i будь-якої точки P, що лежить на вiдрiзку

BC (див. рисунок 3.22) матимемо:

SABP + SAC P = SABC ,
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1
2
· AB · d (P, AS) +

1
2
· AC · d (P, AT ) =

1
2
· AB · AC · sinα.

A

B C

TS

P

Q

Рис. 3.22.

Пiсля скорочення одержимо:

d (P, AS) + d (P, AT ) = d.

Якщо точка Q лежить всерединi трикутника
ABC , то

SABQ + SACQ < SABC ,

тобто d (P, AS) + d (P, AT )< d.
Якщо точка Q лежить зовнi трикутника ABC

i всерединi кута SAT , то

SABQ + SACQ > SABC ,

тобто d (P, AS) + d (P, AT )> d. �
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Рис. 3.23.

А тепер перейдемо до розв’язання
запропонованої задачi. Розглянемо
два випадки.

1. Нехай протилежнi сторони чо-
тирикутника ABC D не паралель-
нi. Тодi, не порушуючи загальностi,
можна вважати, що чотирикутник
ABC D такий, як це зображено на ри-
сунку 3.23: причому E точка пере-
тину BA i C D, F точка перетину AD
i BC .

Припустимо, що для такого чоти-
рикутника твердження задачi вико-
нується, тобто для будь-яких двох то-
чок P i Q, що лежать всерединi його,
виконується рiвнiсть:

d (P, AB) + d (P, BC) + d (P, C D) + d (P, DA) =
= d (Q, AB) + d (Q, BC) + d (Q, C D) + d (Q, DA) . (?)

Проведемо через точку P вiдрiзки MN i K L так, що EM = EN = e i FK =
F L = f . Тодi за лемою

d (P, AB) + d (P, C D) = e sinψ,

а
d (P, AD) + d (P, BC) = f sinϕ.

тобто

d (P, AB) + d (P, BC) + d (P, C D) + d (P, DA) = e sinψ+ f sinϕ.
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Виберемо точку Q в частинi чотирикутника ABC D, яка заштрихована,
тодi для такої точки, за лемою, матимемо:

d (Q, AB) + d (Q, C D)> e sinψ
i

d (Q, AD) + d (Q, BC)> f sinϕ
тобто

d (Q, AB) + d (Q, BC) + d (Q, C D) + d (Q, DA)> e sinψ+ f sinϕ =
= d (P, AB) + d (P, BC) + d (P, C D) + d (P, DA) ,

що суперечить (?).

A

B C

D

M
N

K

L

E

P
Q

ψ

Рис. 3.24.

2. Нехай ABC D трапецiя, тобто AD ‖
BC , а BA i C D перетинаються в точцi E так,
як це вказано на рисунку 3.24.

Припустимо, що для такого чотирику-
тника твердження задачi виконується, тоб-
то для будь-яких двох точок P i Q, що ле-
жать всерединi його, виконується рiвнiсть
(?).

Проведемо через точку P вiдрiзок MN
так, що EM = EN = e. Тодi за лемою мати-
мемо:

d (P, AB) + d (P, C D) = e sinψ.
Крiм того,

d (P, AD) + d (P, BC) = PK + P L = h,
де h довжина висоти трапецiї ABC D. Тому

d (P, AB) + d (P, BC) + d (P, C D) + d (P, DA) = e sinψ+ h.
Виберемо точку Q в частинi чотирикутника ABC D, яка заштрихована, тодi
для такої точки, за лемою, матимемо:

d (Q, AB) + d (Q, C D)> e sinψ
i

d (Q, AD) + d (Q, BC) = h,
тобто

d (Q, AB) + d (Q, BC) + d (Q, C D) + d (Q, DA)> e sinψ+ h=
= d (P, AB) + d (P, BC) + d (P, C D) + d (P, DA) ,

що суперечить (?). Таким чином, (?) буде виконуватися лише для паралело-
грама ABC D, що i треба було довести. �

Задача 3.9. Нехай O центр описаного кола гострокутного трикутни-
ка ABC . Нехай P довiльна точка, що лежить всерединi трикутника AOB,
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а D, E, F її проекцiї на сторони BC , CA, AB вiдповiдно. Доведiть, що парале-
лограм DF EG лежить всерединi трикутника ABC .

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 3.25).

A

B CD H

E

G

F P

O

Рис. 3.25.

Нехай H проекцiя точки O на сто-
рону BC , тодi H середина BC . Для до-
ведення твердження задачi потрiбно до-
вести, що ∠F EG < ∠F EC i ∠F DG <
∠F DC . Це еквiвалентно таким нерiвно-
стям: ∠BF D < ∠BAC i ∠AF E < ∠ABC .

Оскiльки PD ⊥ BC i PF ⊥ AB, то нав-
коло чотирикутника PDBF можна опи-
сати коло. Звiдси випливає, що ∠BF D =
∠BPD. Але ∠PBD > ∠OBH, тодi

90◦ −∠PBD < 90◦ −∠OBH.

I тому∠BPD < ∠BOH. Крiм того, оскiль-
ки O центр описаного кола трикутни-
ка ABC , то

∠BOH =
1
2
∠BOC = ∠BAC .

Тому ∠BF D = ∠BPD < ∠BOH = ∠BAC , тобто ∠BF D < ∠BAC . Аналогiчно
доводиться, що ∠AF E < ∠ABC , тобто твердження задачi доведено. �

Задача 3.10. Задано трапецiю ABC D, в якiй AD ‖ BC . Нехай E довiльна
точка бiчної сторони AB, O1 i O2 центри описаних кiл трикутникiв AED i
BEC вiдповiдно. Доведiть, що довжина вiдрiзка O1O2 не змiнюватиметься,
якщо точка E рухатиметься по сторонi AB.

Розв’язання.
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B C

D

E
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Рис. 3.26.

Зробимо рисунок до задачi (рис. 3.26).
З’єднаємо точку E з точками O1 i O2, i

використаємо зв’язок мiж вписаними i цен-
тральними кутами, одержимо:

∠AEO1 = 90◦ −∠ADE

i
∠BEO2 = 90◦ −∠BC E.

Тому
∠O1EO2 = ∠ADE +∠ECB.

Оскiльки AD ‖ BC , то провiвши через точку E пряму паралельну до AD,
одержимо:

∠DEC = ∠ADE +∠BC E.

Таким чином, ∠O1EO2 = ∠DEC .
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За теоремою синусiв iз трикутникiв EAD i EBC одержуємо:

ED
EC
=

2 ·O1E · sin∠A
2 ·O2E · sin∠B

=
O1E
O2E

.

Тому, за пропорцiйнiстю двох сторiн i кутом мiж ними, одержуємо подiбнiсть
трикутникiв C ED i O2EO1. З подiбностi цих трикутникiв випливає:

O1O2

C D
=

EO1

ED
=

EO1

2 · EO1 · sin∠A
=

1
2 sin∠A

,

тобто O1O2 =
C D

2 sin∠A
i не залежить вiд положення точки E на сторонi AB. �

Зауваження. Оскiльки проекцiя O1O2 на AB дорiвнює 1
2AB, то все зале-

жить вiд кута мiж O1O2 i AB. Отже, кут мiж O1O2 i AB не залежить вiд положе-
ння точки E на сторонi AB.

Задача 3.11. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , яке до-
тикається до сторiн BC i AC в точках M i N вiдповiдно. Нехай E i F середи-
ни сторiн AB i AC вiдповiдно. Позначимо через D точку перетину прямих
BI i EF . Доведiть, що точки M , N i D колiнеарнi.

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 3.27).
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Рис. 3.27.

Проведемо вiдрiзок AD i доведемо,
що ∠ADB = 90◦. Дiйсно, так як BI
бiсектриса кута B трикутника ABC , а
EF ‖ BC (як середня лiнiя), то ∠EBD =
∠DBC = ∠BDE, тобто AE = BE = ED.
Це означає, що E центр описаного
кола трикутника ADB, причому AB
дiаметр цього кола. Отже, ∠ADB = 90◦

(як вписаний кут, що спирається на дi-
аметр).

Далi проведемо вiдрiзки AI , I M i
DM . Нехай вiдрiзок DM перетинає сто-
рону AC в точцi G. Так як ∠ABI =
∠DBM , то прямокутнi трикутники BDA
i BM I будуть подiбними (за двома кута-

ми). Звiдси отримаємо, що
AB
AI
=

BD
BM

, тобто
AB
BD
=

BI
BM

. Отже, трикутники

ABI i DBM подiбнi (за пропорцiйнiстю двох сторiн i кутом мiж ними). З
подiбностi цих трикутникiв випливає рiвнiсть вiдповiдних кутiв:

∠GMB = ∠DMB = ∠AIB = 90◦ +
1
2
∠ACB.

(остання рiвнiсть записана за формулою, що пов’язує кут мiж бiсектрисами
трикутника з протилежним кутом самого трикутника).
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Оскiльки трикутник MCN рiвнобедрений, то ∠N MC = 90◦ − 1
2∠ACB,

тобто∠BMN = 180◦−∠N MC = 90◦+ 1
2∠ACB = ∠BMG. Звiдси випливає, що

∠BMN = ∠BM D, тобто точки M , N i D колiнеарнi. �

Задача 3.12. Пряма l перетинає продовження сторiн AB i AC трикутника
ABC в точках D i E вiдповiдно (D ближче до B, нiж до A, i E ближче до C , нiж
до A). Пряма l ′, яка симетрична до l вiдносно серединного перпендикуляра
до сторони BC , перетинає вказанi продовження вiдповiдно в точках D′ i E′.
Вiдомо, що BD+ C E = DE. Доведiть, що BD′ + C E′ = D′E′.

(Iран, 2011 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 3.28).

A

B

C

D
E

D′

I

P K

T

Рис. 3.28.

Нехай K точка на вiдрiзку DE, така, що DK = DB. Тодi за умовою
EK = EC . Нехай T точка перетину бiсектрис трикутника ADE. Оскiльки
трикутник BDK рiвнобедрений, то DT серединний перпендикуляр вiд-
рiзка BK. Аналогiчно, ET серединний перпендикуляр вiдрiзка CK. Тому
T B = T K i T K = T C , тобто T B = T C , а це означає, що точка T лежить на се-
рединному перпендикулярi вiдрiзка BC i T центр описаного кола навколо
трикутника BKC .

Далi знаходимо:

∠BKC = 180◦ −∠BKD−∠CKE = 180◦ −
180◦ −∠ADE

2
−

180◦ −∠AED
2

=

=
∠ADE +∠AED

2
=

180◦ −∠DAE
2

.

За теоремою про вписаний i центральний кут, одержуємо:

∠BT C = 2∠BKC = 180◦ −∠DAE = 180◦ −∠BAC ,
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звiдки випливає, що ∠BT C +∠BAC = 180◦, тобто навколо чотирикутника
ABT C можна описати коло, причому точка T середина дуги BC цього
кола. Оскiльки AT бiсектриса кута BAC , то точка I центр описаного
кола чотирикутника ABT C лежить на AT , i за теоремою про «тризуб» (див.
теорему 1.5 на сторiнцi 28) матимемо, що T I = T B = T C . Оскiльки T I =
T B = T C = T K , то навколо чотирикутника BKC I також можна описати
коло, з центром у точцi T .

Нехай P точка перетину вiдрiзка DE i серединного перпендикуляра до
вiдрiзка BC , який проходить через точку T . Тодi за умовою задачi, ∠T PD =
∠T PE′ i ∠T PE = ∠T PD′.
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E′

D′

P

T

Рис. 3.29.

Розглянемо чотирикутник
AEPD′. Точка T точка пере-
тину бiсектрис його кутiв при
вершинах A, E i P. А це означа-
тиме, що бiсектриса його че-
твертого кута (при вершинi
D′) також проходитиме через
точку T , тобто в цей чотири-
кутник можна вписати коло i
центром цього кола буде то-
чка T .

Таким чином, трикутни-
ки DAE i D′AE′ мають спiльне

вписане коло з центром у точцi T . Нехай Q i R точки дотику вписано-
го кола трикутника DAE зi сторонами AD i AE вiдповiдно. Тодi, як вiдомо,
DE = DQ + ER. Оскiльки DE = DB + EC , то DQ + ER = DB + EC . Звiдки
випливає, що DQ − DB = EC − ER, тобто BQ = CR. Оскiльки вписане коло
в трикутник D′AE′ спiвпадає iз вписаним колом трикутника DAE i це коло
дотикається сторiн AD′ i AE′ також у точках Q i R вiдповiдно, то аналогiчно:

D′E′ = D′Q+ E′R= D′Q− BQ+ E′R− CR= D′B + E′C .

тобто BD′ + C E′ = D′E′, що i треба було довести. �

Задача 3.13. Нехай E точка перетину дiагоналей AC i BD вписаного
чотирикутника ABC D, який не є трапецiєю. Позначимо через F i G сере-
дини сторiн AB i C D вiдповiдно, а через l пряму, яка проходить через G
паралельно до AB. Також позначимо через H i K основи перпендикулярiв,
опущених iз точки E на прямi l i C D вiдповiдно. Доведiть, що EF ⊥ HK .

(Балканiада, 2011 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 3.30).
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Рис. 3.30.

Точки E, K , H, G лежать на одно-
му колi з дiаметром EG, бо ∠EKG =
∠EHG = 90◦. Звiдси, за властивi-
стю вписаних кутiв, випливає, що
∠EHK = ∠EGK .

Далi, ∠DCA = ∠DBA (як вписа-
нi, що спираються на одну i ту ж са-
му дугу кола) i ∠C ED = ∠BEA (як
вертикальнi). Тому,∆C ED ∼∆BEA
(за двома кутами). З подiбностi цих
трикутникiв випливає рiвнiсть вiд-
повiдних кутiв: ∠BF E = ∠CGE, бо
EG = EF вiдповiднi медiани подi-
бних трикутникiв.

Так як HE ⊥ l i l ‖ BF , то HE ⊥
BF . Оскiльки HE ⊥ BF i ∠BF E =
∠EHK, то F E ⊥ HK. Це випливає з того, що кути iз взаємно перпендику-
лярними сторонами рiвнi. �

Задача 3.14. У гострокутному рiзносторонньому трикутнику ABC вi-
домо, що AB < AC . Нехай O центр описаного кола, H точка перетину
висот AG i C F трикутника ABC , а M середина сторони AC . На прямiй
AB вiдмiтимо точку P (вiдмiнну вiд A) так, що AF = F P. Позначимо через
X точку перетину BC i PH, через Y точку перетину прямих MO i FX , а
через Z точку перетину прямих AC i FO. Доведiть, що точки F , M , Y i Z
циклiчнi.

(Балканiада, 2008 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 3.31).
Для доведення циклiчностi точок F , M , Y i Z , достатньо довести, що

OF ⊥ FX .
Нехай OE ⊥ AB, тодi E середина AB i, як вiдомо, CH = 2OE. Оскiльки

PF = AF , то PB = PF − BF , тобто PB = AF − BF . Так як C F серединний
перпендикуляр вiдрiзка AP, то ∠X PB = ∠HPA = ∠HAP, а за властивiстю
вписаних кутiв ∠HAP = ∠HCX . Тому ∠BPH = ∠BCH, тобто точки P, B,
H i C циклiчнi. Звiдси випливає, що ∆PBX ∼ ∆CHX . Нехай X D ⊥ AB i
X L ⊥ CH. З подiбностi вказаних вище трикутникiв випливає пропорцiйнiсть
вiдповiдних їхнiх елементiв:

X D
X L
=

PB
CH

,

а використовуючи попереднi рiвностi, одержимо
X D
X L
=

AF − BF
2OE

=
F E
OE

.
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Рис. 3.31.

Звiдси слiдує, що

X D
F D
=

F E
OE

.

Оскiльки трикутники X DF i F EO прямокутнi, то, враховуючи попередню
пропорцiю, робимо висновок, що вони подiбнi. Тому, їх вiдповiднi кути рiвнi:
∠FX D = ∠OF E i ∠X F D = ∠FOE, причому їх сума дорiвнює 90◦.

Отже,

∠Y F Z = ∠X FO = 180◦ −∠DFX −∠OF E = 180◦ − 90◦ = 90◦.

Таким чином, ∠Y F Z = ∠Y M Z = 90◦, тобто точки F , M , Y i Z циклiчнi,
що i треба було довести. �

Задача 3.15. Нехай ABC гострокутний трикутник, H точка пере-
тину його висот AA1, BB1 i CC1, M середина сторони AC . Позначимо через
H1 точку, симетричну до точки H вiдносно AB, а через P, Q i R основи пер-
пендикулярiв, опущених iз точки C1 на прямi AH1, AC i BC вiдповiдно. Нехай
M1 точка, яка симетрична до точки M вiдносно центра описаного кола
трикутника PQR. Доведiть, що точка M1 лежить на прямiй BH1.

(Балканiада, 2010 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 3.32).
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Рис. 3.32.

З рисунку видно, що коло з цен-
тром W , яке проходить через точки
P, Q i R, проходить через точки M i
M1, а W середина вiдрiзка M M1.
Доведемо це.

Оскiльки точка H1 симетри-
чна до точки H вiдносно прямої AB,
то

∠AH1B = ∠AHB = ∠A1HB1 =
= 180◦ −∠ACB,

тобто ∠AH1B +∠ACB = 180◦. Звiд-
си випливає, що чотирикутник
ACBH1 вписаний i його дiагона-
лi AB i CH1 взаємно перпендику-
лярнi.

Вписаний чотирикутник з перпендикулярними дiагоналями володiє низ-
кою властивостей.

Теорема Брахмагупти. Якщо E точка перетину дiагоналей AC i BD
вписаного чотирикутника ABC D, AC ⊥ BD, а M середина його сторони AB,
то EM ⊥ C D.

Доведення.

A

B

C

DE

N

K

M

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

Рис. 3.33.

Нехай N точка перетину M E
i C D (рис. 3.33). Оскiльки медiана
прямокутного трикутника, що про-
ведена до гiпотенузи, дорiвнює її
половинi, то M E = MA = MB. Не-
хай ∠BAC = ϕ, тодi ∠M EA = ϕ i
∠C EN = ∠AEM = ϕ.

Крiм того,

∠N ED = ∠C ED−∠C EN = 90◦ −ϕ.

Таким чином,

∠EN D = 180◦ −∠N ED−∠N DE =
= 180◦ − (90◦ −ϕ)−ϕ = 90◦,

що i треба було довести. �

Лема. Якщо E точка перетину дiагоналей AC i BD вписаного чотири-
кутника ABC D, причому AC ⊥ BD, то середини сторiн цього чотирикутника
i проекцiї точки E на цi сторони лежать на одному колi.

Доведення. Середини сторiн заданого чотирикутника ABC D є верши-
нами прямокутника, тому вони лежать на одному колi з центром у точцi
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перетину середнiх лiнiй чотирикутника ABC D. Нехай M i K середини
сторiн AB i C D. За теоремою Брахмагупти, пряма M T перпендикулярна до
C D i перетинає C D в точцi N , тобто N проекцiя точки E на сторону C D.
Оскiльки ∠MNK = 90◦, то точка N лежить на колi з дiаметром MK, який
є середньою лiнiєю чотирикутника ABC D. Для iнших проекцiй доведення
аналогiчне. �

A

B CA1

B1

C1

P

Q

R

H

H1

W
MM1

K

Рис. 3.34.

А тепер переходимо до розв’я-
зання задачi. З доведених власти-
востей вписаного чотирикутника з
перпендикулярними дiагоналями
випливає, що коло, яке проходить
через точки P, Q i R, якi є проекцi-
ями точки C1 точки перетину дi-
агоналей AB i CH1 вписаного чоти-
рикутника ACBH1, то це коло про-
ходить через середини усiх сторiн
чотирикутника ACBH1 i через про-
екцiї точки C1 на усi сторони чоти-
рикутника ACBH1.

Нехай QC1∩BH1 = N , MC1∩BH1 = K (рис. 3.34), тодi за теоремою Брахма-
гупти матимемо, що N середина сторони BH1, а K проекцiя точки C1 на
сторону BH1, причому (за лемою) MN дiаметр кола, описаного навколо
трикутника PQR. Це означає, що точка N симетрична точцi M вiдносно
точки W , тобто N = M1. Оскiльки N лежить на BH1, то i M1 лежить на BH1,
що i треба було довести. �

Задача 3.16. В колоω вписаний трикутник ABC . Вiдомо, що∠BAC = 90◦,
E середина дуги BC колаω, яка не мiстить точку A. На продовженнi вiдрiз-
ка EC за точку C вiдмiтили таку точку F , що∠EAC = ∠CAF . Нехай пряма
BF перетинає вдруге коло ω в точцi D. Позначимо через K центр кола,
описаного навколо трикутника DEF . Доведiть, що точки A, C i K лежать на
однiй прямiй.

(Китай, 2009 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 3.35).

Оскiльки K центр описаного кола трикутника DEF , то ∠EKF =
2 (180◦ −∠EDF). Далi, використовуючи властивостi сумiжних i вписаних
кутiв, одержуємо: 180◦ −∠EDF = ∠BDE = ∠BAE.

Оскiльки∠BAC = 90◦ i E середина дуги BC , то∠BAE = ∠EAC = 45◦. За
умовою ∠EAC = ∠CAF , тому ∠CAF = 45◦. Крiм того, ∠BDE = ∠BAE = 45◦.
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Рис. 3.35.

Отже,

∠EKF = 2 (180◦ −∠EDF) =
= 2∠EDB = 2 · 45◦ = 90◦.

Оскiльки ∠EAF = 90◦ = ∠EKF , то
навколо чотирикутника AEKF мо-
жна описати коло. З умови задачi
випливає, що KE = KF (як радiуси
описаного кола трикутника EDF).
Оскiльки KE i KF рiвнi хорди ко-
ла (AEKF), то будуть рiвними дуги
^ KE i ^ KF кола (AEKF). Звiдси,
за властивiстю вписаних кутiв, одер-
жуємо, що AK бiсектриса кута EAF . За умовою задачi, AC також бiсе-
ктриса кута EAF . Це означає, що точки A, C i K колiнеарнi, що i треба було
довести. �

Задача 3.17. В гострокутному трикутнику ABC сторона AC бiльша за
сторону AB. Нехай M середина BC , BE i C D висоти трикутника ABC , K
i L середини вiдрiзкiв M E i M D вiдповiдно, а T точка перетину прямої
K L з прямою, що проходить через вершину A паралельно до сторони BC .
Доведiть, що TA= T M .

(Iран, 2011 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 3.36).
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Рис. 3.36.

Оскiльки C D ⊥ AB i
BE ⊥ AC , то чотирикутник
BDEC вписаний в коло з
центром M , тобто MB =
= M D = M E = MC . Звiд-
си випливає, що ∠ADE =
∠BC E = ∠BCA = ∠CAT , бо
AT ‖ BC за умовою задачi.
Це означає, що коло ω, яке
описане навколо трикутни-
ка ADE, дотикається до пря-
мої AT в точцi A, бо ∠ADE =
∠TAE. Крiм цього, точка H
точка перетину висот трикутника ABC лежить на колiω. Оскiльки MC =
M E, то ∠MC E = ∠M EC = ∠AEF , де F точка перетину прямих M E i AT .
Тому ∠ADE = ∠AEF , тобто пряма M F дотикається колаω в точцi E. Таким
чином, M E i M D дотичнi до колаω, що проведенi iз точки M .
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Оскiльки K i L середини M E i M D, то пряма K L є радикальною вiссю
точки M i кола ω. Так як TA дотична до ω, то TA= AM , що i треба було
довести. �

Задача 3.18. Нехай H точка перетину висот AD, BE i C F гостроку-
тного рiзностороннього трикутника ABC , AP i HQ перпендикуляри, що
опущенi iз точок A i H на пряму EF вiдповiдно. Позначимо через R точку
перетину прямих PD i HQ. Доведiть, що HQ = HR.

(США, 2011 р.)

Розв’язання.
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Рис. 3.37.

Зробимо рисунок, що
вiдповiдає умовi задачi
(рис. 3.37).

Оскiльки ∠HFA = 90◦ =
∠HEA, то чотирикутник
AEHF вписаний. Звiдси
випливає, що ∠HEF = ∠HAF .
Тому, ∆EQH ∼ ∆AFH. Звiдки
випливає, що

HQ
HF
=

HE
HA

. (1)

Далi, оскiльки HR ‖ AP, то
∆DHR∼∆DAP. Тому

HD
HR
=

AD
AP

.

Оскiльки чотирикутник BF EC вписаний (бо ∠BFC = 90◦ = ∠BEC), то
∠AEF = ∠ABC i ∠AF E = ∠ACB, тобто ∆AEF ∼ ∆ABC (за двома кутами).
Тому

AD
AP
=

AB
AE

.

Оскiльки ∠ABE = ∠AC F = ∠HC E, то∆ABE ∼∆HC E. Тому
AB
AE
=

HC
HE

.

Iз останнiх трьох рiвностей випливає, що
HD
HR
=

HC
HE

. (2)

Далi, ∠BAD = ∠BC F , тобто∆AFH ∼∆C DH (за двома кутами). З подiбостi
цих трикутникiв випливає, що

HF
HD
=

HA
HC

. (3)
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Перемножуючи рiвностi (1), (2) i (3), одержуємо:
HQ
HF
·

HD
HR
·

HF
HD
=

HE
HA
·

HC
HE
·

HA
HC

HQ
HR
= 1.

Звiдки слiдує, що HQ = HR. �



Роздiл 4

Застосування класичних теорем
планiметрiї

У цьому роздiлi в систематичному виглядi викладено основний теорети-
чний матерiал, необхiдний для розв’язання олiмпiадних задач на доведення
перетину трьох прямих в однiй точцi, на колiнеарнiсть трьох точок i ци-
клiчнiсть чотирьох точок. Теореми, якi дозволяють це зробити, називають
класичними теоремами планiметрiї. Їх застосування, у багатьох випад-
ках, є оригiнальним розв’язуванням багатьох олiмпiадних планiметричних
задачi пiдвищеної складностi.

4.1. Коло дев’яти точок та наслiдки з нього

Для будь-якого трикутника iснують описане коло, вписане коло i три зов-
нiвписаних кола, якi вивчаються у шкiльному курсi геометрiї. Однак, iснує
ще одне коло, яке називають колом дев’яти точок трикутника.

Теорема 4.1. У будь-якому трикутнику ABC основи висот, середини сто-
рiн, середини вiдрiзкiв, що з’єднують ортоцентр H з вершинами, лежать на
одному колi, з центром у серединi E вiдрiзка OH i радiусом 1

2R, де O центр
описаного кола трикутника ABC i R його радiус.

Доведення. 1-й спосiб. Нехай A1, B1, C1 середини сторiн BC , CA, AB
трикутника ABC , H1, H2, H3 основи вiдповiдних висот i A2, B2, C2 сере-
дини вiдрiзкiв AH, BH, CH вiдповiдно (рис. 4.1).

Тодi чотирикутники B1C1B2C2 i C1A1C2A2 є прямокутниками. Справдi,
вiдрiзки B1C1 i B2C2 як середнi лiнiї трикутникiв ABC i HBC паралельнi BC
i дорiвнюють її половинi. Тому, чотирикутник B1C1B2C2 паралелограм.
Крiм того, в ньому B1C2 ‖ AH, але AH ⊥ BC , тому B1C2 ⊥ B2C2. Для чотири-
кутника C1A1C2A2 доведення аналогiчне. Цi прямокутники мають спiльну
дiагональ C1C2. Тому, їх дiагоналi рiвнi i перетинаються в однiй точцi E.

Отже, точки A1, B1, C1, A2, B2, C2 лежать на одному колi з центром E. Так
як з точок H1, H2, H3 дiаметри цього кола видно пiд прямими кутами , то
i цi точки йому належать. Трикутник A1B1C1 подiбний трикутнику ABC з
коефiцiєнтом подiбностi k = 1

2 , внаслiдок чого, радiус описаного бiля нього
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Рис. 4.1. Рис. 4.2.

кола вдвiчi менший радiуса R описаного кола навколо трикутника ABC . Три-
кутники A1B1C1 i A2B2C2 симетричнi вiдносно точки E. Отже, їх ортоцентри
O i H симетричнi вiдносно E (O центр описаного кола трикутника ABC).

2-й спосiб. Вiзьмемо до уваги, що точки, симетричнi ортоцентру H трику-
тника вiдносно його сторiн i вiдносно середин сторiн, належать описаному
колу трикутника (рис. 4.2). Задамо гомотетiю з центром H i коефiцiєнтом
k = 1

2 . При цiй гомотетiї прообразами дев’яти точок, що розглядаються в
теоремi, є точки описаного кола трикутника ABC . Гомотетiя вiдображає опи-
сане навколо трикутника ABC коло (O;R) на коло

�

E; 1
2R
�

, якому належать
усi дев’ять зазначених у теоремi точок. Оскiльки O→ E, то E середина OH.
�

Коло
�

E; 1
2R
�

називають колом дев’яти точок трикутника ABC .
Отже, коло дев’яти точок трикутника гомотетичне його описаному колу

вiдносно ортоцентра цього трикутника. Коло дев’яти точок трикутника ABC
є описаним навколо його серединного трикутника A1B1C1 i навколо його
ортотрикутника H1H2H3.

Наслiдками цього вiдображення будуть наступнi твердження:
1) Точки, якi симетричнi ортоцентру H трикутника ABC вiдносно прямих,

якi мiстять його сторони, лежать на описаному колi трикутника ABC .
2) Точки, якi симетричнi ортоцентру H трикутника ABC вiдносно сере-

дин його сторiн, лежать на описаному колi трикутника ABC . При цьому,
вiдрiзки, якi з’єднують вершини з вiдповiдними вiдображеними точками,
будуть дiаметрами описаного кола.
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Олiмпiаднi задачi

Задача 4.1. Нехай O центр описаного кола гострокутного трикутни-
ка ABC , BB′ його дiаметр, H ортоцентр цього трикутника. Нехай
M i N середини вiдрiзкiв HB i HC вiдповiдно. Вiдомо, що чотирикутник
MHON вписаний. Доведiть, що B′N = 1

2AC .
(Iран, вiдбiр на ММО, 2010 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.3).

A

B CD

B′

O
M

N

H

L

F

δ

ω

Рис. 4.3.

Нехай F середина AC , AD
висота трикутника ABC . Скориста-
ємося наслiдками кола дев’яти то-
чок. За вище зазначеними наслiд-
ками, одержуємо, що точки H, F ,
B′ колiнеарнi, причому F се-
редина HB′, бо гомотетiя з цен-
тром у точцi H i коефiцiєнтом k = 2
вiдображає точку F у точку B′, яка
лежить на описаному колi ω три-
кутника ABC . Крiм того, ця гомоте-
тiя вiдображає точку D в точку L,
яка також лежить на колi ω, при-
чому HD = DL. Ця ж гомотетiя вiд-
ображає описане коло δ трикутни-
ка MHN на описане коло ω1 три-
кутника BHC (його на рисунку не-

має). Так як ∠BHC = ∠BLC = 180◦ −∠A, то радiуси кiлω iω1 будуть одна-
ковими i дорiвнюють R. Враховуючи коефiцiєнт гомотетiї, одержуємо, що
радiус кола δ дорiвнює 1

2R. Оскiльки, за умовою, коло δ проходить через
точку O, то коло δ дотикається колаω.

Так як F середина HB′ i O середина BB′, то OF середня лiнiя три-
кутника HB′B, тобто OF ‖ BH i OF = 1

2 · BH = MH. Звiдси випливає, що
MHFO паралелограм. Тому HF ‖ MO. Крiм того, MN ‖ BC , як середня
лiнiя трикутника BHC . Iз цих двох паралельностей i властивостей вписаних
кутiв, матимемо:

∠FHO = ∠HOM = ∠HN M = ∠HCB = 90◦ −∠B =

= 90◦ −
1
2
∠AOC = ∠FAO,

тобто∠FHO = ∠FAO. Ця рiвнiсть кутiв означає, що точки O, H, A, F циклi-
чнi, а з циклiчностi цих точок випливає, що

∠OHA= 180◦ −∠OFA= 180◦ − 90◦ = 90◦,
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тобто OH ⊥ AD. Так як BC ⊥ AD i MN ‖ BC , то MN ⊥ AD. Звiдси ви-
пливає, що OH ‖ MN ‖ BC . Крiм того, випливає що L точка дотику
кiл ω i δ, бо OL дорiвнює дiаметру кола δ i ∠OH L = 90◦. Таким чином,
∠N MO = ∠OHF як кути з паралельними сторонами, а за властивiстю впи-
саних кутiв, ∠N MO = ∠NHO, тобто ∠NHO = ∠OHF . А це означає, що
HO бiсектриса ∠NHF . Далi, оскiльки BB′ дiаметр колаω, то B′C ⊥ BC ,
OH ⊥ B′C . Так як HO мiстить висоту i бiсектрису трикутника B′HC , то трику-
тник B′HC рiвнобедрений. Оскiльки FN його середня лiнiя, то CN FB′

рiвнобедрена трапецiя. Враховуючи, що дiагоналi рiвнобедреної трапецiї
рiвнi, знаходимо

B′N = C F =
1
2
· AC .

що i треба було довести. �

Задача 4.2. Нехай ABC гострокутний трикутник, в якому AB 6= AC .
Нехай ω описане коло цього трикутника, H його ортоцентр, O
центр колаω, M середина сторони BC . Коло δ з дiаметром AM перетинає
вдруге коло ω у точцi P, а пряма AM перетинає вдруге коло ω у точцi N .
Доведiть, що прямi AP, OH i BC перетинаються в однiй точцi тодi i тiльки
тодi, коли AH = HN .

(Францiя, вiдбiр на ММО, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.4).

A

B C D

P
O

M

N

H

K

δ
ω

Рис. 4.4.

Нехай K дiаметрально
протилежна точка до точки A у
колiω. Скористаємося наслiд-
ками кола дев’яти точок. Тодi,
M середина вiдрiзка KH, бо
BHCK паралелограм. Отже,
точки K, M , H, P колiнеар-
нi, причому ∠APK = ∠APM =
90◦. Нехай D точка перети-
ну прямих AP i BC . Тодi H
ортоцентр трикутника ADM ,
тобто DH ⊥ AM . Це означає,
що пряма OH проходитиме че-
рез точку D тодi i тiльки то-
дi, коли OH ⊥ AN , тобто ко-
ли OH серединний перпен-
дикуляр до хорди AN колаω, а
це означає, що коли HA= HN , що i треба було довести. �
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Задача 4.3. (В. Протасов) На площинi задано трикутник ABC , O
центр описаного кола цього трикутника. Для довiльної точки X площи-
ни трикутника через X1, X2, X3 будемо позначати точки, якi симетричнi
точцi X вiдносно прямих BC , CA, AB вiдповiдно. Доведiть, що для довiльної
точки M прямi, що проходять через середини вiдрiзкiв O1O2 i M1M2, O2O3 i
M2M3, O3O1 i M3M1, перетинаються в однiй точцi.

(Росiя, Мiжнародна олiмпiада з геометрiї iм. I.Ф. Шаригiна, 2005 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.5).

A

B C

A1

B1

C1

O

O1

O2O3

H

Рис. 4.5.

Доведемо, що цi прямi пе-
ретинаються в точцi, яка ле-
жить на колi дев’яти точок
трикутника ABC .

Нехай H ортоцентр три-
кутника ABC . Тодi середини
вiдрiзкiв O2O3, O3O1, O1O2 спiв-
падають з серединами вiдрiз-
кiв HA, HB, HC , якi будемо по-
значати A1, B1, C1 вiдповiдно.
Дiйсно, сторони трикутника
O1O2O3 паралельнi середнiм
лiнiям трикутника ABC i в
двiчi бiльшi за них, оскiльки
вiдображаються один в одно-
го гомотетiєю з центром O i
коефiцiєнтом 2. Отже, трику-
тник O1O2O3 центральносиме-
тричний трикутнику ABC . Це
означає, що пряма, яка прохо-

дить через вершину C i середину O1O2, паралельна прямiй, яка проходить
через O3 i середину AB, тобто спiвпадає з висотою трикутника ABC , а H є
центром гомотетiї трикутникiв ABC i A1B1C1.

Далi, нехай M довiльна точка в площинi трикутника ABC , а D1, D2,
D3 середини вiдрiзкiв M2M3, M3M1, M1M2. Тодi, зокрема,

#       ”
D3C1 =

#       ”
D3O1 +

#       ”
D3O2

2
.

Оскiльки вектори
#        ”
M1O1 i

#        ”
M2O2 одержуються один iз одного поворотом навко-

ло точки C на кут рiвний 2∠C , а також мають однакову довжину, то вектор
#       ”
D3C1 утворює з кожним iз них кут, рiвний ∠C . Крiм того, вектори

#        ”
M1O1 i

#        ”
M2O2 вiдображаються у вектор

#    ”
MO при симетрiї вiдносно прямих BC i CA

вiдповiдно. А тому, вектори
#       ”
D3C1 i

#    ”
MO утворюють рiвнi кути з бiсектрисою
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кута C , а отже рiвнi кути з бiсектрисою кута C1 трикутника A1B1C1 (див.
рис. 4.6).

A

B C

M

M1

M2

O

O1

O2

D3
C1

Рис. 4.6.

Провiвши аналогiчнi мiркування для двох iнших середин, приходимо до
висновку, що прямi, якi проходять через A1, B1, C1 i середини трикутника
M1M2M3 вiдповiдно, симетричнi вiдносно бiсектрис трикутника A1B1C1 пря-
мим, якi проходять через A1, B1, C1 i паралельнi прямiй MO. Далi потрiбно
скористатися наступною класичною теоремою планiметрiї.

Теорема. Трiйка прямих, що проходить через вершини трикутника, пере-
тинається в однiй точцi, яка лежатиме на описаному колi цього трикутни-
ка, тодi i тiльки тодi, коли прямi, що симетричнi даним вiдносно бiсектрис
вiдповiдних кутiв трикутника, паралельнi мiж собою. (Просте доведення
використовує простий пiдрахунок кутiв.)

Згiдно цiєї теореми трiйка прямих в нашiй задачi перетинається на опи-
саному колi трикутника A1B1C1, тобто на колi дев’яти точок трикутника ABC .
�
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4.2. Теорема Сiмсона i теорема Птоломея

Цi двi теореми є доповненнями до критерiїв вписаного чотирикутника.
Теорема 4.2 (Сiмсона). Для того, щоб чотири точки належали одному

колу, необхiдно i достатньо, щоб ортогональнi проекцiї однiєї з них на три
прямi, що визначаються трьома iншими точками, були колiнеарнi.

Пряма, на якiй лежать цi проекцiї, називається прямою Сiмсона точки
кола, описаного навколо трикутника.

Доведення. Доведемо необхiднiсть зазначеної в теоремi умови iснува-
ння описаного навколо чотирикутника ABC D кола. Нехай чотирикутник
ABC D вписаний в коло i A1, B1, C1 ортогональнi проекцiї вершини D на
прямi BC , CA, AB вiдповiдно (рис. 4.7).

A B

C

D
A1

B1

C1

Рис. 4.7.

З точок A1 i B1 сторону C D
видно пiд прямими кутами, тому
чотирикутник A1CB1D вписаний
в коло з дiаметром C D. Так са-
мо чотирикутник AC1B1D вписа-
ний в коло з дiаметром AD. Звiд-
си випливають рiвностi вписаних
в цi кола кутiв: ∠C DA1 = ∠A1B1C
i ∠ADC1 = ∠AB1C1. Крiм того,
∠DAC1 = ∠DCA1, так як кожен з
цих кутiв в сумi з кутом BC D ста-
новить 180◦. Це остання рiвнiсть
забезпечує рiвнiсть кутiв ADC1 i
C DA1 (в прямокутних трикутниках
ADC1 i C DA1). В результатi маємо
рiвнiсть кутiв A1B1C i AB1C1, яка

означає колiнеарнiсть точок A1, B1, C1, бо точки A, B1, C колiнеарнi.
Достатнiсть. Нехай точки A1, B1, C1 колiнеарнi. Побудуємо кола з дiа-

метрами AD i C D. Перше з них мiстить точки B1 i C1, друге точки A1 i B− 1.
З рiвностi вертикальних кутiв AB1C1 i A1B1C випливає рiвнiсть кутiв ADC1 i
C DA1, а потiм i рiвнiсть кутiв DAC1 i DCA1. Тому, ∠DAB +∠DCB = 180◦. Це
означає, що чотирикутник ABC D вписаний в коло. �

Теорему Сiмсона можна сформулювати ще й так: ортогональнi прое-
кцiї точки D на прямi, що мiстять сторони трикутника ABC , колiнеарнi
тодi i тiльки тодi, коли ця точка D лежить на описаному навколо цього
трикутника колi.

Iз теореми Сiмсона випливають наступнi твердження.
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Наслiдок 1. Точку D описаного кола трикутника ABC симетрично вiд-
образили вiдносно сторiн трикутника ABC або їх продовжень. Одержанi три
точки будуть лежати на однiй прямiй, яку називають прямою Штейнера
точки D вiдносно трикутника ABC .

Наслiдок 2. Пряма Штейнера проходить через точку H точку перетину
висот трикутника ABC .

Доведення цих наслiдкiв пропонуємо здiйснити читачам самостiйно.
Теорема 4.3 (Птоломея). Для того, щоб навколо чотирикутника мо-

жна було описати коло, необхiдно i достатньо, щоб сума добуткiв його про-
тилежних сторiн дорiвнювала добутку дiагоналей.

Доведення. Ця теорема може бути отримана як наслiдок попередньої те-
ореми Сiмсона. Нехай чотирикутник ABC D вписаний в коло. Користуючись
тими ж позначеннями i колом з дiаметром C D, за теоремою синусiв отримає-
мо: A1B1 = C D sin∠A1CB1 = C D sin∠BCA. За теоремою синусiв з трикутника
ABC маємо: AB = 2R sin∠BCA (R радiус кола трикутника ABC). Тому,

A1B1 =
AB · C D

2R
.

Аналогiчно доводиться, що

B1C1 =
BC · AD

2R
i C1A1 =

CA · BD
2R

.

Оскiльки точки A1, B1, C1 колiнеарнi, то
A1B1 + B1C1 = A1C1.

Пiдставивши у цю рiвнiсть, доведенi вище, три рiвностi, одержимо:
AB · C D

2R
+

BC · AD
2R

=
AC · BD

2R
,

тобто
AB · C D+ BC · AD = AC · BD.

Тут iстотно використаний той факт, що точка B1 лежить мiж точками A1
i C1. Це завжди має мiсце при розташуваннi точок A, B, C , D на колi саме в
такiй послiдовностi.

Навпаки, якщо спiввiдношення AB · C D+ BC · AD = AC · BD виконано, то
точка D лежить на колi, описаному навколо трикутника ABC . Дiйсно, для
будь-якої точки D площини i її ортогональних проекцiй A1, B1, C1 на прямi
BC , CA, AB маємо рiвностi:

A1B1 =
AB · C D

2R
, B1C1 =

BC · AD
2R

, C1A1 =
CA · BD

2R
,

в силу яких спiввiдношення AB · C D + BC · AD = AC · BD набуває вигляду:
A1B1 · 2R+ B1C1 · 2R = A1C1 · 2R. Звiдки A1B1 + B1C1 = A1C1. Це означає, що
точки A1, B1, C1 колiнеарнi. За достатньою умовою теореми Сiмсона точка
D лежить на описаному колi трикутника ABC . �
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Олiмпiаднi задачi

Задача 4.4. Нехай H ортоцентр гострокутного трикутника ABC ,
ω описане коло навколо нього. На дузi BC колаω, яка не мiстить точки A,
вiдмiтили точку P, а на дузi AC колаω, яка не мiстить точку B, вiдмiтили
точку M так, що M P проходить через точку H. Нехай K така точка
колаω, що пряма KM паралельна прямiй Сiмсона трикутника ABC вiдносно
точки P. Через Q позначили таку точку колаω, що PQ i BC паралельнi.
Нехай J точка перетину прямих BC i KQ. Доведiть, що трикутник MJK
рiвнобедрений.

(Китай, вiдбiр на ММО, 2011 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 4.8).

A

B C

D

E

F

H

M

N

K ′ = K
S

L

J

Q P

R

Рис. 4.8.

Будемо доводити, що JK =
= J M . Нехай AE i C F висо-
ти трикутника ABC . Тодi H
точка перетину цих висот. Не-
хай пряма AH перетинає описа-
не колоω в точцi D. Тодi, як
вiдомо, HE = ED. Нехай PN i
P L перпендикуляри, що опу-
щенi iз точки P на прямi BC i
AB вiдповiдно, а S точка пе-
ретину променя PN з описа-
ним коломω. Тодi, пряма N L
пряма Сiмсона. За умовою за-
дачi, MK ‖ N L.

Далi, позначимо через R
точку перетину прямої M P зi
стороною BC , а через K ′ дру-
гу точку перетину прямої DN з

описаним коломω. Тодi, з того, що трикутник HRD рiвнобедрений, одер-
жуємо:

∠K ′DA= ∠RDH = ∠DHR= ∠DHP.

Оскiльки PS ⊥ BC i DA ⊥ BC , то PS ‖ DA. Тому, ∠DHP = ∠SPH = ∠SPM ,
тобто ∠K ′DA = ∠SPM . Так як цi кути вписанi, то вони спираються на рiв-
нi дуги, якi стягуються рiвними хордами, тобто SM = AK ′. Це означає, що
MK ′ ‖ AS. Так як ∠SAL = ∠SAB = ∠SPB = ∠N PB, а чотирикутник BLN P
вписаний, бо ∠BLP = ∠BN P = 90◦, то ∠N PB = ∠ALN , тобто ∠SAL = ∠ALN .
Ця рiвнiсть кутiв означає, що SA ‖ N L, тобто SA паралельна прямiй Сiм-
сона. Оскiльки пряма MK також паралельна прямiй Сiмсона, то прямi MK i
MK ′ паралельнi, тобто вони спiвпадають i тому K ′ = K .
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Далi, враховуючи паралельнiсть BC i PQ, а також циклiчнiсть точок P, Q,
K , M , одержуємо, що чотирикутник RJKM вписаний. Звiдси одержуємо,
що

∠KMJ = ∠KRJ = ∠DRE = ∠HRE = ∠MRE = ∠MKJ .
тобто ∠KMJ = ∠MKJ . Рiвнiсть цих кутiв i доводить, що трикутник MJK
рiвнобедрений, що i треба було довести. �

Задача 4.5. Нехай ABC гострокутний трикутник, а X довiльна то-
чка дуги BC описаного кола трикутника ABC , яка не мiстить точку A. Не-
хай P i Q основи перпендикулярiв, опущених iз точки X на прямi CA i CB
вiдповiдно. Позначимо через R точку перетину прямої PQ iз прямою, що
мiстить висоту BD трикутника ABC . Далi, розглядається пряма l, яка
проходить через точку P i паралельна до прямої XR. Доведiть, що при пере-
мiщеннi точки X по дузi BC , прямi l проходитимуть через фiксовану точку
площини трикутника ABC .

(США, вiдбiр на ММО, 2014 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.9).

A

B C

D

HA

H

M

X

XA

XB

Q

P

R

l

ω

Рис. 4.9.

Позначимо через H ортоцентр трикутника ABC , через M середину
вiдрiзка X H, а через ω коло, описане навколо трикутника ABC . Нехай
HA точка, симетрична до точки H вiдносно прямої BC , а XA i XB точки,
симетричнi до точки X вiдносно прямих BC i CA вiдповiдно. Тодi X P = PXB,
XQ = QXA. Як вiдомо, пряма PQ пряма Сiмсона, а пряма XAXB пряма
Штейнера. Оскiльки пряма Штейнера проходить через точку H ортоцентр
трикутника ABC , то пряма Сiмсона проходить через точку M середину
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вiдрiзка X H. Крiм того, пряма Сiмсона i пряма Штейнера паралельнi мiж
собою. Таким чином, точки H, XA, XB колiнеарнi i точки R, M , P також
колiнеарнi. Оскiльки RP ‖ RXB i RH ‖ PXB (бо RH ⊥ AC i XB P ⊥ AC), то
RHXB P паралелограм. Звiдси випливає, що RH = PXB i RH ‖ PXB. Це
означає, що RH = X P i RH ‖ X P, тобто чотирикутник RHPX паралелограм.
Тодi PH ‖ XR. А це означає, що пряма l проходить через точку H, яка є
фiксованою при змiнi вказаного положення точки X , що i треба було довести.
�

Задача 4.6. Нехай ABC D вписаний чотирикутник, для якого трику-
тники BC D i C DA не є рiвностороннiми. Доведiть, що коли пряма Сiмсона
точки A вiдносно трикутника BC D буде перпендикулярною до прямої Ейлера
трикутника BC D, то пряма Сiмсона точки B вiдносно трикутника C DA
буде перпендикулярною до прямої Ейлера трикутника C DA.

(Румунiя, вiдбiр на ММО, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.10). Позначимо через
ω коло, в яке вписаний чотирикутник ABC D.

A

B
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D

Ha
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E

F

K L
P

Q

A′

B′

O
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Рис. 4.10.

Нехай Ha точка перетину висот BF i CK в трикутнику BC D, а Hb
точка перетину висот AQ i DL в трикутнику AC D. Опустимо перпендикуляр
AP з точки A на пряму BD, тодi пряма la, яка проходить через точки P i Q
пряма Сiмсона точки A вiдносно трикутника BC D. Опустимо перпендикуляр
BE з точки B на пряму CA, тодi пряма lb, яка проходить через точки E i
F пряма Сiмсона точки B вiдносно трикутника C DA. За умовою пряма
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OHa пряма Ейлера трикутника BC D перпендикулярна прямiй la. Потрiбно
довести, що пряма OHb пряма Ейлера трикутника C DA перпендикулярна
прямiй lb.

Нехай пряма BHa перетинає вдруге колоω у точцi B′, а пряма AHb пере-
тинає вдруге колоω у точцi A′. Вiдомо, що точки, якi симетричнi ортоцентру
трикутника вiдносно прямих, якi мiстять його сторони, лежать на описано-
му колi цього трикутника. Тому, з того, що BHa ⊥ C D i AHb ⊥ C D випливає,
що F i Q середини B′Ha i A′Hb вiдповiдно. Спочатку доведемо, що AB′ ‖ lb.
Дiйсно, оскiльки∠BEC = ∠BFC = 90◦, то чотирикутник BEFC циклiчний.
Тому, за властивiстю вписаних кутiв, матимемо:

∠BB′A= ∠BCA= ∠BC E = ∠BF E.

тобто ∠BB′A= ∠BF E. А це означає, що AB′ ‖ lb. Аналогiчно доводиться, що
BA′ ‖ la.

А тепер перейдемо до доведення твердження задачi. Оскiльки OHa ⊥ la i
la ‖ BA′, то OHa ⊥ BA′. Так як BA′ хорда колаω i OHa пряма Ейлера, що
перпендикулярна до цiєї хорди, то OHa серединний перпендикуляр цiєї
хорди. Це означає, що BHa = A′Ha. Так як C D вiсь симетрiї вiдрiзкiв B′Ha i
A′Hb, то A′Ha = HbB′. Таким чином,

HbB′ = BHa. (?)

Далi, скористаємося тим, що вiдстань вiд вершини трикутника до точки
перетину його висот дорiвнює подвоєнiй вiдстанi вiд центра описаного кола
до протилежної сторони. Тому, якщо позначити через d вiдстань вiд точки O
до сторони C D, з трикутника BC D знаходимо, що BHa = 2d, а з трикутника
AC D знаходимо, що AHb = 2d. Таким чином,

AHb = BHa. (??)

Iз (?) i (??) одержуємо, що HbB′ = AHb. Крiм того, OB′ = OA, як радiуси
кола. Тому, пряма Ейлера OHb трикутника C DA є серединним перпендикуля-
ром до вiдрiзка AB′. Так як AB′ ‖ lb i OHb ⊥ AB′, то OHb ⊥ lb, що i треба було
довести. �

Задача 4.7. Коло ω вписане в чотирикутник ABC D. Нехай I центр
цього кола. Вiдомо, що (AI + DI)2 + (BI + C I)2 = (AB + C D)2. Доведiть, що
ABC D рiвнобедрена трапецiя.

(Математична олiмпiада США, 2004 р.)

Розв’язання. Спочатку доведемо наступне допомiжне твердження, яке
стосується спiввiдношень для описаних трикутникiв.

Лема 1. Якщо I центр колаω, вписаного в чотирикутник ABC D, то
виконується наступне спiввiдношення:

IB2 +
IA · IB · IC

I D
= AB · BC .
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Рис. 4.11.

Доведення. Зробимо рисунок до умови задачi i леми (рис. 4.11).
Оскiльки колоω вписане в чотирикутник ABC D, то за теоремою про до-

тичнi, матимемо: ∠DAI = ∠BAI = α, ∠ABI = ∠CBI = β , ∠BC I = ∠DC I = γ,
∠C DI = ∠ADI = δ. З того, що сума кутiв довiльного чотирикутника дорiв-
нює 360◦, то α + β + γ + δ = 180◦. Побудуємо точку P, яка лежить зовнi
чотирикутника ABC D таку, щоб трикутники DIC i ABP були подiбними (див.
рисунок 4.11). Тодi, ∠PAB = ∠I DC = δ i ∠PBA= ∠IC D = γ. Тому,

∠PAI +∠PBI = (α+δ) + (β + γ) = 180◦.

Це означає, що чотирикутник AIBP вписаний в деяке коло. Звiдси за вла-
стивiстю вписаних кутiв, одержуємо: ∠API = ∠PBI = β , ∠BPI = ∠BAI = α,
∠AI P = ∠ABP = γ i ∠BI P = ∠BAP = δ. За теоремою Птоломея виконується
спiввiдношення:

BP · AI + AP · BI = PI · AB.

Звiдки

BP ·
AI
P I
+ BI ·

AP
PI
= AB. (?)

А з подiбностi трикутникiв AI P i ICB (за двома кутами), одержуємо:
AI
I P
=

IC
CB

та
AP
I P
=

IB
CB

.

Тодi, спiввiдношення (?) набуває вигляду:

BP ·
C I
BC
+

BI2

BC
= AB,

тобто
BP · C I + BI2 = AB · BC . (??)



4.2. Теорема Сiмсона i теорема Птоломея 107

З подiбностi трикутникiв BI P i I DA (за двома кутами), одержуємо
BP
BI
=

IA
I D

,

тобто

BP =
IB · IA

I D
.

А тому, спiввiдношення (??) набуває такого вигляду:
IB · IA

I D
· C I + BI2 = AB · BC ,

тобто

IB2 +
IA · IB · IC

I D
= AB · BC ,

що i завершує доведення леми. Зауважимо, що це спiввiдношення леми
записане вiдносно вершини B. Аналогiчнi спiввiдношення матимуть мiсце i
вiдносно iнших вершин. �

А тепер переходимо до розв’язання самої задачi. За лемою, вiдносно
вершин B i C , матимемо:

IB2 +
IA · IB · IC

I D
= AB · BC та IC2 +

IB · IC · I D
IA

= C D · BC .

Додавши цi спiввiдношення, одержимо:

IB2 + IC2 +
�

AI
DI
+

DI
AI

�

· BI · C I = BC (AB + C D) .

За нерiвнiстю Кошi, мiж середнiм арифметичним i середнiм геометричним,
одержуємо:

AI
DI
+

DI
AI
¾ 2,

причому рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли AI = DI . Тому,

BC (AB + C D)≥ IB2 + IC2 + 2 · IB · IC = (IB + IC)2,

тобто
BC (AB + C D)≥ (IB + IC)2,

причому знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли IA= AD. Аналогi-
чно доводиться, що

AD (AB + C D)≥ (IA+ I D)2,

причому знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли IB = IC . Додавши
цi останнi двi нерiвностi, одержимо:

(AI + DI)2 + (BI + C I)2 ≤ AD (AB + C D) + BC (AB + C D) ,

тобто
(AI + DI)2 + (BI + C I)2 ≤ (AB + C D) (BC + AD) .
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Оскiльки чотирикутник ABC D описаний навколо колаω, то

AB + C D = BC + AD.

Враховуючи цю рiвнiсть, одержуємо:

(AI + DI)2 + (BI + C I)2 ≤ (AB + C D)2,

причому знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли IA= I D i IB = IC .
Оскiльки за умовою задачi виконується спiввiдношення

(AI + DI)2 + (BI + C I)2 = (AB + C D)2

то, iз коментаря для останньої нерiвностi, випливає, що з умови задачi випли-
ває умова: IA= I D i IB = IC , тобтоα = δ iβ = γ. Оскiлькиα+β+γ+δ = 180◦,
то α+ β = 90◦ i γ+δ = 90◦. А це означає, що

∠DAB +∠CBA= 2α+ 2β = 2 (α+ β) = 180◦,

тобто AD ‖ BC , причому AB = C D як гiпотенузи рiвних трикутникiв AIB та
DIC . Таким чином, ABC D рiвнобедрена трапецiя, що i треба було довести.
�

4.3. Теорема Чеви

Теорема Чеви є критерiєм перетину трьох прямих в однiй точцi i тому
знаходить широке застосування в олiмпiадних задачах на доведення i обчис-
лення.

Теорема 4.4 (Чеви). Нехай на прямих AB, BC , CA, що визначають три-
кутник ABC , дано точки C1, A1, B1. Для того, щоб прямi AA1, BB1, CC1 пе-
ретиналися в однiй точцi або були паралельними, необхiдно i достатньо,
щоб

#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC1
#    ”
C1A

= 1. (?)

Доведення. Спочатку доведемо необхiднiсть. Нехай прямi AA1, BB1, CC1
перетинаються в точцi P (рис. 4.12). Проведемо через вершину A трикутника
ABC пряму, паралельну до прямої BC .

Iз подiбностi трикутникiв AB1N i BB1C випливає, що
#    ”
AB1
#     ”
B1C

=
#  ”
AN
#  ”
BC

.

Iз подiбностi трикутникiв AC1M i BCC1 випливає, що
#    ”
BC1
#    ”
C1A

=
#  ”
BC
#   ”
MA

.
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Рис. 4.12.

А за теоремою про пропорцiйнi вiдрiзки на паралельних прямих, одержуємо,
що

#    ”
CA1
#    ”
A1B

=
#   ”
MA
#  ”
AN

.

Перемножимо почленно три отриманi пропорцiї. Враховуючи, що вiдно-
шення однаково напрямлених векторiв дорiвнює вiдношенню їх довжин, а
вiдношення протилежно напрямлених векторiв дорiвнює числу, яке проти-
лежне вiдношенню їх довжин, отримуємо:

#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC1
#    ”
C1A

= 1.

Прямi AA1, BB1, CC1 називають чевiанами точки P.
Нехай тепер прямi AA1, BB1 i CC1 паралельнi (рис. 4.13).

A

B C

B1

A1

C1

Рис. 4.13.

Тодi, за теоремою про пропорцiйнi вiд-
рiзки на сторонах кута, одержуємо, що

#    ”
AB1
#     ”
B1C

=
#    ”
A1B

#  ”
BC

i
#    ”
BC1
#    ”
C1A

=
#  ”
BC
#    ”
CA1

.

Тому спiввiдношення також виконується.
Достатнiсть. Нехай виконується спiв-

вiдношення:
#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC1
#    ”
C1A

= 1.

Потрiбно довести, що прямi AA1, BB1 i
CC1 перетинаються в однiй точцi. Для двох прямих AA1 i BB1 можливi лише
два випадки: а) вони перетинаються в деякiй точцi P; б) вони паралельнi.

Розглянемо перший випадок, доведемо, що пряма CC1 проходить через
точку P. Припустимо, що це не так. Проведемо пряму C P, яка перетне пряму
AB у точцi C2 (рис. 4.14).
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Рис. 4.14.

Тодi, за необхiдною умовою теореми
Чеви

#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC2
#    ”
C2A

= 1.

Тодi iз цих двох спiввiдношень, одержуємо,

що
#    ”
BC1
#    ”
C1A

=
#    ”
BC2
#    ”
C2A

. Це спiввiдношення озна-

чає, що точки C1 i C2 спiвпадають. Отже
точка P лежить на прямiй CC1.

Якщо прямi AA1 i BB1 паралельнi, то
пряма CC1 повинна бути їм паралельна, так як, якщо б CC1 перетинала
BB1, то за доведеним вище через точку їх перетину проходила б пряма AA1,
що суперечить припущенню AA1 ‖ BB1. Доведення закiнчено.

�

Якщо ввести до розгляду орiєнтованi кути α1 = ∠BAA1, α2 = ∠A1AC ,
β1 = ∠CBB1, β2 = ∠B1BA, γ1 = ∠ACC1 i γ2 = ∠C1CB (рис. 4.15), то спiввiдно-
шення теореми Чеви може бути записаним в рiвносильному виглядi через
синуси цих кутiв, якi утворюють чевiани зi сторонами трикутника.

α1 α2

γ1
γ2β1

β2

A

B C

B1

A1

C1

Рис. 4.15.

Дiйсно, за теоремою синусiв
AB1

sinβ2
=

AB
sin∠AB1B

i
B1C

sinβ1
=

BC
sin∠CB1B

.

Оскiльки синуси сумiжних (однаково орiєн-
тованих) кутiв рiвнi, то одержуємо рiвнiсть
(з урахуванням напрямку векторiв):

#    ”
AB1
#     ”
B1C

=
AB sinβ2

B1C sinβ1
.

Аналогiчно,
#    ”
CA1
#    ”
A1B

=
AC sinα2

AB sinα1
i

#    ”
BC1
#    ”
C1A

=
BC sinγ2

BAsinγ1
.

Тому
#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC2
#    ”
C2A

=
sinβ2

sinβ1
·

sinα2

sinα1
·

sinγ2

sinγ1
.

Таким чином, має мiсце таке твердження.
Теорема 4.5 (тригонометрична форма теореми Чеви). Для того, щоб

прямi AA1, BB1, CC1 перетиналися в однiй точцi або були паралельними,
необхiдно i достатньо, щоб виконувалося спiввiдношення

sinα1

sinα2
·

sinβ1

sinβ2
·

sinγ1

sinγ2
= 1. (??)
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Зокрема, якщо AA1, BB1, CC1 медiани трикутника ABC , то кожне iз вiд-
ношень лiвої частини (?) дорiвнює 1, тобто спiввiдношення (?) виконується,
а тому медiани довiльного трикутника перетинаються в однiй точцi. Якщо
AA1, BB1, CC1 бiсектриси трикутника ABC , тоα1 = α2,β1 = β2, γ1 = γ2, тоб-
то спiввiдношення (??) виконується. А це означає, що бiсектриси довiльного
трикутника перетинаються в однiй точцi.

Олiмпiаднi задачi

Задача 4.8. Нехай ABC DE опуклий п’ятикутник такий, що
∠BAC = ∠CAD = ∠DAE та ∠ABC = ∠AC D = ∠ADE.

Дiагоналi BD i C E перетинаються в точцi P. Доведiть, що пряма AP дiлить
сторону C D навпiл.

(Задача, запропонована США для ММО, 2006 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 4.16).

A

B

C

DQ
M

E

P

R

Рис. 4.16.

Нехай дiагоналi AC i BD пе-
ретинаються в точцi Q, а дiаго-
налi AD i C E перетинаються в
точцi R, i нехай AP перетинає
сторону C D в точцi M . Нам по-
трiбно довести, що M сере-
дина C D.

Для цього потрiбно довести,
що точки Q i R дiлять вiдрiзки
AC i AD в однаковому вiдношен-
нi

AQ
QC
=

AR
RD

(1)

(що еквiвалентно паралельностi QR ‖ C D).
Iз заданих рiвностей кутiв випливає подiбнiсть трикутникiв ABC , AC D i

ADE (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв випливає, що
AB
AC
=

AC
AD
=

AD
AE

.

Оскiльки
∠BAD = ∠BAC +∠CAD = ∠CAD+∠DAE = ∠CAE

i
AB
AC
=

AD
AE

,

то трикутники ABD i AC E подiбнi. Вiдрiзки AQ та AR вiдповiднi бiсектриси
цих трикутникiв, тому

AB
AC
=

AQ
AR

.
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Але з подiбностi трикутникiв ABC i AC D випливає, що
AB
AC
=

AC
AD

, тому

AQ
AR
=

AC
AD

.

що еквiвалентно (1).
А тепер застосуємо теорему Чеви до трикутника AC D: так як чевiани AM ,

CR i DQ перетинаються в однiй точцi, то
AQ
QC
·

C M
M D
·

DR
RA
= 1.

Враховуючи (1), одержуємо, що C M = M D. �

Задача 4.9. Дано трикутник ABC . Колоω, яке проходить через точки
A i B, перетинає сторони AC i BC у точках D i E вiдповiдно. Променi BA i
ED перетинаються в точцi F , а прямi BD i C F перетинаються в точцi M .
Доведiть, що M F = MC тодi i тiльки тодi, коли MB ·M D = MC2.

(Математична олiмпiада США, 2003 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.17).

A

B

C

D

ME

F

ω

Рис. 4.17.

Нехай спочатку MB · M D =
MC2. Тодi

MC
M D

=
MB
MC

.

Так як ∠C MB = ∠DMC , то три-
кутники C MB i BMC подiбнi
(за пропорцiйнiстю двох сторiн
i кутом мiж ними). З подiбно-
стi цих трикутникiв випливає рiв-
нiсть вiдповiдних кутiв, тобто
∠MC D = ∠MBC . Далi, чотири-
кутник ABED вписаний в ко-
лоω, тому за властивiстю вписа-
них кутiв одержуємо, що∠DBE =
∠DAE. Тому

∠MC D = ∠MBC = ∠DBE = ∠DAE,

тобто∠MC D = ∠DAE. Оскiльки цi кути внутрiшнi рiзностороннi, то AE ‖ C F .
З паралельностi прямих AE i C F випливає рiвнiсть кутiв: ∠AEF = ∠C F E.
Таким чином,

∠M F D = ∠C F E = ∠AEF = ∠AED = ∠ABD = ∠FBM ,

тобто ∠M F D = ∠MBF . Ця рiвнiсть кутiв забезпечує подiбнiсть трикутни-
кiв M F D i MBF (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв випливає
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пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн:
M F
MB

=
M D
M F

.

тобто M F2 = MB ·M D. Порiвнюючи цю одержану рiвнiсть з припущенням,
що MB ·M D = MC2, одержуємо: M F2 = MC2, тобто MC = M F , що i треба
було довести.

Нехай тепер MC = M F , тодi за теоремою Чеви з трикутника BC F i його
чевiан BM , CA, F E, якi перетинаються в однiй точцi D, отримуємо:

BA
AF
·

F M
MC
·

C E
EB
= 1.

Враховуючи, що
F M
MC

= 1, одержуємо:

BA
AF
=

BE
EC

.

Це означає, що AE ‖ C F . Iз цiєї паралельностi випливає, що ∠DC M = ∠DAE.
Оскiльки чотирикутник ABED циклiчний, то ∠DAE = ∠DBE. Тому

∠DC M = ∠DAE = ∠DBE = ∠CBM .

Так як ∠CBM = ∠DC M i ∠C MB = ∠DMC , то трикутники BC M i C DM подi-
бнi. З подiбностi трикутникiв випливає пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн:

C M
DM

=
BM
C M

,

тобто C M2 = BM · DM .
Отже, ми довели, що C M = F M тодi i тiльки тодi, коли C M2 = BM · DM .

�

Задача 4.10. Нехай D така точка медiани AM гострокутного трику-
тника ABC , що ∠BDC = 90◦. Позначимо через H основу перпендикуляра
DH, опущеного з точки D на сторону BC , а через P та Q основи перпенди-
кулярiв HP i HQ, опущених з точки H на прямi BD i C D вiдповiдно. Прямi HP
i HQ перетинають сторони AB i AC в точках X та Y вiдповiдно. Доведiть,
що описане коло трикутника X HY дотикається прямої BC .

(Математична олiмпiада Австрiї, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.18).
Нехай прямi BD i C D перетинають сторони AC i AB у точках L i K вiдпо-

вiдно. Застосуємо теорему Чеви до трикутника BDC i точки A перетину його
чевiан BK , DM i C L, одержимо:

C M
MB
·

BL
LD
·

DK
KC
= 1.
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A

B C

D

M H

Q

P

X

Y

K L

Рис. 4.18.

Враховуючи, що M середина
BC , одержуємо, що

BL
LD
=

CK
KD

.

Далi, скористаємося теоремою про
пропорцiйнi вiдрiзки на паралель-
них прямих, якi вiдтинаються прями-
ми, що перетинаються в однiй точцi,
одержимо:

BL
LD
=

HY
YQ

та
CK
KD
=

HX
X P

.

Тому, враховуючи попереднє спiввiд-
ношення, одержуємо:

HY
YQ
=

HX
X P

,

тобто
X P
YQ
=

HX
HY

. (1)

Далi, знаходимо:

HY
YQ
=

HX
X P

,
HY
YQ
− 1=

HX
X P
− 1,

HQ
YQ
=

HP
X P

.

Звiдси слiдує, що

X P
YQ
=

HP
HQ

. (2)

З рiвностей (1) i (2) знаходимо, що

HX
HY
=

HP
HQ

,

тобто
HX
HP

=
HY
HQ

. Оскiльки ∠X HY = ∠PHQ, то iз цього спiввiдношення

випливає подiбнiсть трикутникiв X HY i PHQ. Оскiльки у подiбних трику-
тникiв вiдповiднi кути рiвнi, а чотирикутник DPHQ прямокутник, тодi
знаходимо, що

∠X HB = 90◦ −∠PHD = 90◦ −∠PQD = ∠DPQ = ∠HQP = ∠HY X ,

тобто ∠X HB = ∠HY X . Ця рiвнiсть кутiв забезпечує дотик описаного кола
трикутника X HY i прямої BC , що i треба було довести. �
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4.4. Класичнi теореми про колiнеарнiсть трьох
точок

Теореми Менелая, Гауса, Дезарга, Паскаля є критерiями колiнеарностi
трьох точок, але основною серед них є теорема Менелая. Усi цi теореми
знаходять широке застосування в олiмпiадних задачах на доведення i обчис-
лення.

Теорема 4.6 (Менелая). Нехай на прямих BC , CA, AB, що мiстять сто-
рони трикутника ABC , вiдмiтили точки A1, B1, C1 вiдповiдно. Для того, щоб
цi точки лежали на однiй прямiй, необхiдно i достатньо, щоб мало мiсце
спiввiдношення

#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC1
#    ”
C1A

= −1.

Доведення. Спочатку доводимо необхiднiсть. Нехай точки A1, B1, C1
колiнеарнi (рис. 4.19). Тодi, через вершину B проведемо пряму BK ‖ A1B1,
K ∈ (AC). За теоремою про пропорцiйнi вiдрiзки на сторонах кута маємо:

#    ”
CA1
#    ”
A1B

=
#     ”
CB1
#     ”
B1K

,
#    ”
BC1
#    ”
C1A

=
#     ”
KB1
#    ”
B1A

.

Пiдстановка цих вiдношень у рiвнiсть, яка доводиться, зводить її до очеви-
дної:

#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#     ”
CB1
#     ”
B1K

·
#     ”
KB1
#    ”
B1A

= −1.

A B

C

A1

C1

B1

K

Рис. 4.19.

А тепер доведемо достатнiсть.
Нехай спiввiдношення

#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC1
#    ”
C1A

= −1

виконується. Доведемо, що точки A1,
B1, C1 колiнеарнi. Припустимо, що
це не так. Тодi прямi A1B1 i AB пере-
тинаються у точцi C2, яка вiдмiнна
вiд C1. (Випадок, коли A1B1 ‖ AB
тривiальний). Тодi, за доведеною не-
обхiднiстю, матимемо:

#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC2
#    ”
C2A

= −1.

Iз цих двох рiвностей одержуємо:
#    ”
BC1
#    ”
C1A

=
#    ”
BC2
#    ”
C2A

. Отже, точки C1 i C2 спiвпада-

ють. Одержане протирiччя i доводить колiнеарнiсть точок A1, B1, C1. �
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Зауваження. Iснує тригонометрична форма теореми Менелая. Нехай
α1 i α2 орiєнтованi кути мiж прямою AA1 i прямими AB та AC , тобто α1 =
∠BAA1 i α2 = ∠A1AC . Аналогiчно, β1 i β2 орiєнтованi кути мiж прямою BB1
i прямими BC та BA, а γ1 i γ2 орiєнтованi кути мiж прямою CC1 i прямими
CA та CB (рис. 4.20).

α1

α2

γ1 γ2

β1

β2A B

C

B1

A1

C1

Рис. 4.20.

Отже, точки A1, B1, C1 будуть колiнеарними тодi i тiльки тодi, коли вико-
нується спiввiдношення:

sinα1

sinα2
·

sinβ1

sinβ2
·

sinγ1

sinγ2
= −1.

Теорема 4.7 (Гауса). Якщо пряма, яка не проходить через вершини три-
кутника ABC , перетинає його сторони BC , CA, AB або їх продовження в то-
чках A1, B1, C1, то середини вiдрiзкiв AA1, BB1, CC1 лежать на однiй прямiй.

Доведення. Нехай A2, B2, C2 середини сторiн BC , CA, AB трикутника
ABC . Тодi середини M , N , P вiдрiзкiв AA1, BB1, CC1 лежать на прямих B2C2,
C2A2, A2B2 вiдповiдно, що мiстять середнi лiнiї трикутника ABC (рис. 4.21).

За теоремою про пропорцiйнi вiдрiзки на паралельних прямих, одержує-
мо:

#    ”
A2P
#    ”
PB2

=
#    ”
BC1
#    ”
C1A

,
#      ”
B2M
#      ”
MC2

=
#    ”
CA1
#    ”
A1B

,
#     ”
C2N
#     ”
NA2

=
#    ”
AB1
#     ”
B1C

Перемноживши цi три рiвностi, одержимо:
#    ”
AB1
#     ”
B1C

·
#    ”
CA1
#    ”
A1B

·
#    ”
BC1
#    ”
C1A

=
#     ”
C2N
#     ”
NA2

·
#    ”
A2P
#    ”
PB2

·
#      ”
B2M
#      ”
MC2

Оскiльки точки A1, B1, C1 колiнеарнi, то за необхiдною умовою теореми
Менелая для трикутника ABC , лiва частина цiєї рiвностi дорiвнює −1. Тодi,
за достатньою умовою цiєї теореми для трикутника A2B2C2, одержуємо колi-
неарнiсть точок M , N , P, що i завершує доведення. �
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A B

C

B1

A1

C1

B2
A2

C2

M

N

P

Рис. 4.21.

Справедливою буде i обернена теорема до теореми Гауса. Пропонуємо
читачам довести її самостiйно.

Зауваження. Неважко помiтити, що чотири прямi AB, BC , CA, A1B1, що
фiгурують в теоремi Гауса, рiвноправнi. Четвiрку прямих, жоднi двi iз яких не
паралельнi i жоднi три не проходять через одну точку, називають повним чо-
тирикутником. Пряма MN P, на якiй лежать середини зазначених вiдрiзкiв,
називається прямою Гауса повного чотирикутника.

Теорема 4.8 (Дезарга). Якщо прямi AA1, BB1, CC1, що з’єднують вершини
трикутникiв ABC i A1B1C1, перетинаються в однiй точцi S або паралельнi,
то точки перетину прямих AB i A1B1, BC i B1C1, CA i C1A1 (якщо вони iснують)
лежать на однiй прямiй.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли прямi AA1, BB1, CC1 пе-
ретинаються в точцi S (рис. 4.22).

Нехай (AB)∩(A1B1) = P, (BC)∩(B1C1) =Q, (CA)∩(C1A1) = R. За теоремою
Менелая для трикутника SAB i прямої A1B1:

#    ”
SA1
#    ”
A1A
·

# ”
AP
#  ”
PB
·

#    ”
BB1
#    ”
B1S

= −1.

За цiєю ж теоремою для трикутника SBC i прямої B1C1:
#    ”
SB1
#    ”
B1B

·
#  ”
BQ
#   ”
QC
·

#     ”
CC1
#    ”
C1S

= −1.

Далi, ще раз застосуємо теорему Менелая для трикутника SCA i прямої C1A1:
#    ”
SC1

#  ”
CR
·

#  ”
CR
# ”
RA
·

#    ”
AA1
#    ”
A1S

= −1.
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A

B

C

B1

A1

C1

Q
R

P

S

Рис. 4.22.

Перемноживши останнi три рiвностi, одержимо:
� # ”

AP
#  ”
PB
·

#  ”
BQ
#   ”
QC
·

#  ”
CR
# ”
RA

�

·
� #    ”

SA1
#    ”
A1A
·

#    ”
AA1
#    ”
SA1

�

·
� #    ”

SB1
#    ”
B1B

·
#    ”
B1B
#    ”
SB1

�

·
� #    ”

SC1
#     ”
C1C

·
#     ”
C1C
#    ”
SC1

�

= −1.

Кожний iз трьох останнiх добуткiв в дужках дорiвнює 1, тому
# ”
AP
#  ”
PB
·

#  ”
BQ
#   ”
QC
·

#  ”
CR
# ”
RA
= −1.

А це означає (див. трикутник ABC), що точки P, Q, R колiнеарнi.
Нехай тепер прямi AA1, BB1, CC1 паралельнi (рис. 4.23). Нехай (AB) ∩

(A1B1) = P, (BC)∩ (B1C1) =Q, (PQ)∩ (AC) = R i (PQ)∩ (A1C1) = R1. Потрiбно
довести, що точки R i R1 спiвпадають.

За теоремою Менелая для трикутника PBQ i прямої AC:
# ”
BA
# ”
AP
·

#  ”
PR
#  ”
RQ
·

#   ”
QC
#  ”
CB
= −1.

За цiєю ж теоремою для трикутника B1PQ i прямої A1C1:
#      ”
B1A1

#    ”
A1P

·
#    ”
PR1
#     ”
R1Q

·
#     ”
QC1
#      ”
C1B1

= −1.
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A

B

C

B1 A1

C1

Q

R
R1

P

Рис. 4.23.

Оскiльки
# ”
BA
# ”
AP
=

#      ”
B1A1

#    ”
A1P

i
#   ”
QC
#  ”
CB
=

#     ”
QC1
#      ”
C1B1

,

то iз двох попереднiх спiввiдношень, одержуємо:
#  ”
PR
#  ”
RQ
=

#    ”
PR1
#     ”
R1Q

,

тобто точки R i R1 спiвпадають. �

Має мiсце i обернена теорема Дезарга. Для її доведення достатньо за-
стосувати пряму теорему Дезарга до трикутникiв AA1R i BB1Q.

Фiгура, що iлюструє теорему Дезарга, мiстить 10 точок i десять прямих,
причому на кожнiй прямiй лежать по три точки i через кожну точку про-
ходять три прямi. Таку фiгуру називають конфiгурацiєю Дезарга. Точка S
називається дезарговою точкою, а пряма PQR дезарговою прямою двох
дезаргових трикутникiв ABC i A1B1C1. Конфiгурацiя Дезарга володiє цiка-
вою властивiстю: будь-яку з 10 її точок можна взяти за дезаргову точку, тодi
однозначно визначаються дезарговi трикутники i дезаргова пряма; кожну
iз прямих можна прийняти як дезаргову пряму, тодi однозначно визнача-
ються дезарговi трикутники i дезаргова точка. Перевiрку цiєї властивостi
залишаємо читачевi.

Теорема 4.9 (Паскаля для трикутника). Дотичнi в вершинах нерiвнобе-
дреного трикутника до описаного навколо нього кола перетинають прямi,
що мiстять протилежнi сторони цього трикутника, у трьох точках, що
лежать на однiй прямiй (прямiй Паскаля трикутника).

Доведення. Для доведення цiєї теореми використаємо теорему Менелая
в тригонометричнiй формi.
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α1
α2

A

B

C
B1

A1

C1

Рис. 4.24.

Нехай дотичнi в точках A, B, C до
описаного кола трикутника ABC пере-
тинають прямi BC , CA, AB вiдповiдно в
точках A1, B1, C1 (рис. 4.24). Тодi

|α1|= ∠BAA1 = ∠C ,

|α2|= ∠A1AC = ∠A+∠C ,

де∠A,∠B,∠C кути трикутника ABC .
Так як кути α1 i α2 орiєнтованi проти-
лежно, то

sinα1

sinα2
= −

sin∠C
sin (∠A+∠C)

= −
sin∠C
sin∠B

.

Аналогiчно
sinβ1

sinβ2
= −

sin∠A
sin∠C

i
sinγ1

sinγ2
= −

sin∠B
sin∠A

,

де β1 i β2 кути мiж BB1 i сторонами BC i BA, а γ1, γ2 кути мiж CC1 i
сторонами CA i CB. Таким чином,

sinα1

sinα2
·

sinβ1

sinβ2
·

sinγ1

sinγ2
=
�

−
sin∠C
sin∠B

�

·
�

−
sin∠A
sin∠C

�

·
�

−
sin∠B
sin∠A

�

= −1.

що забезпечує колiнеарнiсть точок A1, B1, C1. �

Теорема 4.10 (Паскаля для вписаного шестикутника). У вписаному в
коло шестикутнику точки перетину (якщо вони iснують) протилежних
сторiн лежать на однiй прямiй, яку називають прямою Паскаля вписаного
шестикутника.

Доведення. Нехай в коло вписаний шестикутник AB1CA1BC1. Доведемо,
що точки M = (AB1)∩ (A1B), P = (BC1)∩ (B1C), N = (CA1)∩ (C1A) колiнеарнi.
Введемо до розгляду точки X = (AB1)∩ (CA1), Y = (BC1)∩ (CA1), Z = (AB1)∩
(BC1), припускаючи їх iснування (рис. 4.25). За теоремою про сiчнi кола,
одержуємо:

−→
XA ·
−−→
X B1 =

−→
X C ·

−−→
XA1,

−→
Y B ·
−−→
Y C1 =

−→
Y C ·

−−→
Y A1,

−→
ZB ·
−−→
ZC1 =

−→
ZA ·
−−→
ZB1.

За теоремою Менелая стосовно трикутника X Y Z i прямих AC1, CB1, BA1
матимемо вiдповiдно:

−→
XA
−→
AZ
·
−−→
ZC1
−−→
C1Y

·
−→
Y N
−→
NX
= −1,
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A

B

C B1
A1

C1

M

N

P X

Y

Z

Рис. 4.25.

−−→
X B1
−−→
B1Z
·
−→
Z P
−→
PY
·
−→
Y C
−→
CX
= −1,

−−→
X M
−−→
M Z
·
−→
ZB
−→
BY
·
−−→
Y A1
−−→
A1X

= −1.

Перемножимо почленно цi рiвностi. В лiвiй частинi одержаного виразу
здiйснимо скорочення на основi одержаних вище рiвностей. В результатi
цього, одержимо:

−−→
X M
−−→
M Z
·
−→
X P
−→
PY
·
−→
Y N
−→
NX
= −1.

З одержаної рiвностi з достатньою частиною теореми Менелая, одержуємо,
що точки M , P, N колiнеарнi, що i треба було довести. �

Теорема 4.11 (Паскаля для вписаного чотирикутника). Довести, що у
вписаному чотирикутнику точки перетину протилежних сторiн i точки
перетину дотичних в протилежних вершинах лежать на однiй прямiй.
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Доведення. Нехай чотирикутник ABC D вписаний в коло, дотичнi до
якого у точках A i C перетинаються в точцi M , дотичнi у точках B i D перети-
наються в точцi N , (AB)∩ (C D) = P i (AD)∩ (BC) =Q. Нам треба довести, що
точки M , N , P, Q колiнеарнi. Для цього доведемо таке допомiжне тверджен-
ня.

Лема. Через двi точки M i N провели двi дотичнi M P i NQ до кола, яке
не проходить через цi точки (P i Q точки дотику). Пряма PQ перетинає
пряму MN у точцi L. Тодi має мiсце таке спiввiдношення

M L
LN
=

M P
NQ

.

Доведення.

M

N

P

Q

S

L

Рис. 4.26.

Нехай S точка перетину M P i NQ
(рис. 4.26). Тодi за теоремою Менелая
для трикутника SMN i прямої PQL ма-
тимемо:

#  ”
SP
#    ”
PM

·
#    ”
M L
#   ”
LN
·

#   ”
NQ
#  ”
QS
= −1.

Оскiльки SQ = SP, то

M L
LN
=

M P
NQ

,

що i треба було довести. �

А тепер переходимо до доведення теореми. Нехай (AB) ∩ (MN) = L i
(C D)∩ (MN) = K (рис. 4.27).

A

BC

D

MN P
LK

Q
Рис. 4.27.
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Тодi за лемою матимемо:

N L
LM
=

NB
MA

i
NK
KM

=
N D
MC

.

Оскiльки NB = N D i MA= MC (як дотичнi), то одержуємо спiввiдношення:

N L
LM
=

NK
KM

Це спiввiдношення доводить, що точки L i K спiвпадають, тобто прямi AB i
C D перетинають пряму MN в однiй точцi, тобто точка P належить прямiй
MN . Аналогiчно доводиться, що точка Q також належить прямiй MN , тобто
точки M , N , P, Q колiнеарнi, що i треба було довести. �

Теорема 4.12 (Паппа). Якщо A1, B1, C1 точки однiєї прямої, а A2, B2,
C2 точки другої прямої, то точки C = (A1B2)∩ (A2B1), B = (A1C2)∩ (A2C1)
i A= (B1C2)∩ (B2C1) лежать на однiй прямiй.

Доведення. Розглянемо трикутник A0B0C0, утворений прямими A1B2,
B1C2 i C1A2 (рис. 4.28).

A

B
C

A1

B1

C1

A2 B2 C2

A0

B0

C0

Рис. 4.28.
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Застосуємо теорему Менелая до трикутника A0B0C0 i п’яти прямих. Для
прямої AB2C1 одержуємо:

#    ”
B0A
#    ”
AC0

·
#      ”
C0C1
#      ”
C1A0

·
#      ”
A0B2
#      ”
B2B0

= −1.

Для прямої A− 1BC2 одержуємо:
#    ”
C0B
#    ”
BA0

·
#      ”
A0A1
#      ”
A1B0

·
#      ”
B0C2
#      ”
B2B0

= −1.

Для прямої A2B1C знаходимо:
#    ”
A0C
#     ”
CB0

·
#      ”
B0B1
#      ”
B1C0

·
#      ”
C0A2
#      ”
A2A0

= −1.

Для прямої A1B1C1 знаходимо:
#      ”
B0A1
#      ”
A1A0

·
#      ”
A0C1
#      ”
C1C0

·
#      ”
C0B1
#      ”
B1B0

= −1.

Для прямої A2B2C2 знаходимо:
#      ”
A0A2
#      ”
A2C0

·
#      ”
C0C2
#      ”
C2B0

·
#      ”
B0B2
#      ”
B2A0

= −1.

Перемноживши цi п’ять рiвностей, одержимо:
#    ”
B0A
#    ”
AC0

·
#      ”
C0C1
#      ”
C1A0

·
#      ”
A0B2
#      ”
B2B0

×
#    ”
C0B
#    ”
BA0

·
#      ”
A0A1
#      ”
A1B0

·
#      ”
B0C2
#      ”
B2B0

×
#    ”
A0C
#     ”
CB0

·
#      ”
B0B1
#      ”
B1C0

·
#      ”
C0A2
#      ”
A2A0

×

×
#      ”
B0A1
#      ”
A1A0

·
#      ”
A0C1
#      ”
C1C0

·
#      ”
C0B1
#      ”
B1B0

×
#      ”
A0A2
#      ”
A2C0

·
#      ”
C0C2
#      ”
C2B0

·
#      ”
B0B2
#      ”
B2A0

= −1,

а пiсля скорочення, одержимо:
#    ”
B0A
#    ”
AC0

·
#    ”
C0B
#    ”
BA0

·
#    ”
A0C
#     ”
CB0

= −1.

Ця рiвнiсть i достатня частина теореми Менелая для трикутника A0B0C0
забезпечують колiнеарнiсть точок A, B, C , що i треба було довести. �

Олiмпiаднi задачi

Задача 4.11. (В. А. Ясiнський) Нехай ABC D трапецiя з основами AB > C D.
Точки K i L належать вiдрiзкам AB i C D вiдповiдно, причому

AK
KB
=

DL
LC

.

Припустимо, що точки P та Q належать вiдрiзку K L, причому

∠APB = ∠BC D i ∠CQD = ∠ABC .
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Доведiть, що точки P, Q, B i C лежать на одному колi.
(Задача, запропонована Україною на ММО, 2006 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 4.29).

A B

CD

S

K

L

Q

P
FE

Рис. 4.29.

Якщо P = Q, то задача є три-
вiальною. Нехай P i Q двi рiзнi
точки, причому лежить мiж P i K.
Оскiльки AB ‖ C D, AB > C D i вико-
нується спiввiдношення

AK
KB
=

DL
LC

,

то три прямi AD, BC i K L перетина-
ються в однiй точцi S, яка лежить по
один бiк вiд прямої AB разом з точка-
ми C i D.

Нехай вiдрiзки AP i DQ перетина-
ються в точцi E, а прямi BP i CQ в
точцi F . Тодi, за умовою задачi, ∠EPF = ∠BC D i ∠FQE = ∠ABC . Оскiльки
кути BDC i ABC доповнюють один одного до 180◦, то чотирикутник PEQF
циклiчний.

Застосуємо теорему Менелая для трикутника ASP i прямої DQ та до три-
кутника BSP i прямої CQ, матимемо:

AD
DS
·

SQ
QP
·

PE
EA
= 1 та

BC
CS
·

SQ
QP
·

PF
FB
= 1

Оскiльки першi два множники першої рiвностi дорiвнюють першим двом
множникам другої рiвностi (бо AB ‖ C D), то з цих двох рiвностей випливає,
що

PE
EA
=

PF
FB

,

а це означає, що пряма EF паралельна до основ AB i C D даної трапецiї.
Так як чотирикутник PEQF вписаний, то маємо

∠BC D = ∠BC F +∠FC D = ∠BCQ+∠EFQ = ∠BCQ+∠EPQ.

Враховуючи умову, одержимо:

∠BC D = APB = EPF = ∠EPQ+∠QPF.

Звiдки слiдує, що ∠BCQ = ∠QPF , тобто ∠BCQ = ∠QPB. Оскiльки точки P i
C лежать по один бiк вiд прямої BQ, то точки P, Q, B i C лежать на одному
колi.

Випадок, коли точка P лежить мiж точками Q i K розглядається аналогi-
чно. �

Задача 4.12. В трикутнику ABC сторона AB бiльша за сторону AC . Впи-
сане колоω дотикається до сторони BC в точцi E i перетинає AE в точцi
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D. На AE вибирається точка F (F 6= E) так, що C E = C F . Нехай G точка
перетину прямих C F i BD. Доведiть, що C F = FG.

(Китай, вiдбiр на ММО, 2008 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.30).

A

B C

D
M

E

N

G

K

F
ω

Рис. 4.30.

Проведемо через точку D дотичну до колаω; нехай вона перетинає прямi
AB, AC i BC вiдповiдно в точках M , N i K . За теоремою про дотичнi трикутник
DKE рiвнобедрений, тому ∠DEK = ∠EDK. За умовою задачi трикутник
EC F також рiвнобедрений, тому ∠F EC = ∠EFC . З цих двох рiвностей одер-
жуємо, що ∠EFC = ∠EDK , тобто C F ‖ KD.

За теоремою Ньютона для описаного чотирикутника BMNC одержуємо,
що вiдрiзки BN , C M i AE перетинаються в однiй точцi. Тодi, за теоремою
Чеви одержуємо:

BE
EC
·

CN
NA
·

AM
MB

= 1. (1)

За теоремою Менелая одержуємо:
BK
KC
·

CN
NA
·

AM
MB

= 1. (2)

Роздiливши (1) на (2) одержимо:

BE · KC = EC · BK .

Звiдси одержуємо:

BE · KC = (BC − BE) · (BC + CK) ,

BE · KC = BC2 + BC · CK − BC · BE − BE · KC ,

2 · BE · KC = BC2 + BC · CK − BC · BE,

2 · BE · KC = BC · (BC + CK − BE) ,

i, остаточно,
2 · BE · KC = BC · EK . (3)



4.4. Класичнi теореми про колiнеарнiсть трьох точок 127

Застосуємо теорему Менелая до трикутника C EF i прямої BGD:
CB
BE
·

ED
DF
·

FG
GC
= 1.

Оскiльки C F ‖ DK , то за узагальненою теоремою Фалеса:
ED
DF
=

EK
KC

.

Тому,
CB
BE
·

EK
KC
·

FG
GC
= 1.

Враховуючи (3), остання рiвнiсть перепишеться так:
1
2
·

FG
GC
= 1.

Звiдси й випливає, що C F = FG. �

Задача 4.13. Нехай ABC рiвнобедрений трикутник, в якому AB = AC , а
D середина AC . Бiсектриса кута BAC перетинає коло, що проходить через
точки B, D i C , у точцi E, яка лежить всерединi трикутника ABC . Пряма BD
перетинає коло, що проходить через точки A, E i B у двох точках B i F . Прямi
AF i BE перетинаються в точцi I , а прямi C I i BD у точцi K . Доведiть, що
I центр вписаного кола трикутника KAB.

(Задача, запропонована Болгарiєю на ММО, 2011 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4.31).

A

B C

DD′

K

E

M

I

F

ω1
ω2

ω3

Рис. 4.31.

Нехай D′ середина , а M середина BC . Оскiльки AM вiсь симетрiї
трикутника ABC , то точка D′ належить колуω1, яке описане навколо трику-
тника BDC . Це означає, що дуги D′E i ED кола ω1 рiвнi мiж собою. Звiдки
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випливає, що BE бiсектриса кута D′BD, тобто I лежить на бiсектрисi кута
ABK . Далi, достатньо довести, що AI бiсектриса кута BAK .

Оскiльки

∠DFA= 180◦ −∠BFA= 180◦ −∠BEA= ∠M EB =
1
2
∠C EB =

1
2
∠C DB,

то ∠DFA= ∠DAF . А це означає, що трикутник AF D рiвнобедрений, тобто
DA= DF . Далi, застосуємо теорему Менелая для трикутника ADF i прямої
C IK , а також теорему про властивiсть бiсектриси трикутника ABF , одержи-
мо:

1=
AC
CB
·

DK
KF
·

F I
IA
= 2 ·

DK
KF
·

BF
BA
= 2 ·

DK
KF
·

BF
2 · AD

=
DK
KF
·

BF
AD

.

Звiдси слiдує, що
BF
AD
=

KF
DK

.

Крiм того,
BD
AD
=

BF + F D
AD

=
BF
AD
+ 1=

KF
DK
+ 1=

DF
DK
=

AD
DK

.

Тодi
BD
AD
=

AD
DK

. Оскiльки ∠BDA= ∠KDA, то трикутники ABD i KDA подiбнi.

З подiбностi цих трикутникiв випливає рiвнiсть вiдповiдних кутiв: ∠DAK =
∠DBA. Таким чином,

∠IAB = ∠AF D−∠ABD = ∠DAF −∠DAK = ∠KAI ,

тобто ∠IAB = ∠KAI . А це означає, що AI бiсектриса кута BAK , що i треба
було довести. �
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Роздiл 5

Задачi зарубiжних математичних
олiмпiад 2012 року

Задача 5.1. (Д. Прокопенко) Чотирикутник ABC D вписаний в коло. BL i
CN бiсектриси трикутникiв ABD i AC D вiдповiдно. Кола, описанi навколо
трикутникiв ABL i C DN , перетинаються в точках P i Q. Доведiть, що пряма
PQ проходить через середину дуги AD, що не мiстить точку B.

(Олiмпiада з геометрiї iм. I.Ф. Шаригiна, фiнал, 10 клас, 2012 р.)

Задача 5.2. Про трикутник ABC вiдомо, що на його сторонах AB i BC
вiдмiтили точки M i K вiдповiдно так, що MA= AC = CK. Нехай I та O
центри вписаного та описаного кiл трикутника ABC .

а) Доведiть, що довжина вiдрiзка OI дорiвнює радiусу описаного кола
трикутника MBK .

б) Доведiть, що OI ⊥ MK .
(Боснiя i Герцеговина, 2012 р.)

Задача 5.3. Нехай ABC D опуклий чотирикутник, P точка перети-
ну його дiагоналей. Вiдомо, що AC + AD = BC + BD. Доведiть, що бiсектриси
кутiв∠ACB,∠ADB i∠APB перетинаються в однiй точцi.

(Канада, 2012 р.)

Задача 5.4. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , яке до-
тикається до сторiн BC , CA, AB у точках D, E, F . Нехай K точка перетину
прямих DI i EF . Доведiть, що пряма AK дiлить сторону BC навпiл.

(Сiнгапур, 2012 р.)

Задача 5.5. У гострокутному трикутнику ABC через D, E, F позначили
основи його висот, проведених iз вершин A, B, C вiдповiдно. Нехайω коло,
описане навколо трикутника AEF . Нехайω1 iω2 кола, якi проходять через
точку D i дотикаються доω у точках F i E вiдповiдно. Доведiть, що точка
перетинуω1 iω2, яка вiдмiнна вiд точки D, лежить на прямiй BC .

(США, Лiнкольн, Небраска, 2012 р.)

Задача 5.6. Нехай P i Q точки всерединi трикутника ABC такi, що
∠PAC = ∠QAB i∠PBC = ∠QBA.

а) Доведiть, що усi шiсть основ перпендикулярiв, опущених iз точок P i Q
на сторони трикутника, будуть циклiчними (лежатимуть на одному колi).
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б) Нехай D i E основи перпендикулярiв, опущених iз точки P на сторони
BC i AC , а K основа перпендикуляра, опущеного iз точки Q на сторону AB.
Нехай M точка перетину прямих DE i AB. Доведiть, що M P ⊥ CK .

(Сербiя, 2012 р.)

Задача 5.7. Нехай J центр зовнiвписаного кола трикутника ABC , яке
дотикається сторони BC у точцi M , а продовжень сторiн AB i AC вiдповiдно
у точках K i L. Нехай F точка перетину прямих JB i LM , а G точка
перетину прямих JC i KM . Нехай S i T точки перетину прямих AF i AG з
прямою BC вiдповiдно. Доведiть, що M середина вiдрiзка ST .

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2012 р.)

Задача 5.8. У прямокутному трикутнику ABC , з прямим кутом при
вершинi B, висота BH перетинається з бiсектрисами C E i AD вiдповiдно в
точках P i Q. Нехай M i N середини вiдрiзкiв PE i QD вiдповiдно. Доведiть,
що MN ‖ AC .

(Румунiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.9. Нехай ABC трикутник, у якому∠BCA= 90◦, D основа
висоти, проведеної з вершини C . Всерединi вiдрiзка C D взято точку X . Точка
K на вiдрiзку AX така, що BK = KC . Аналогiчно, точка L на вiдрiзку BX
така, що AL = AC . Нехай M точка перетину вiдрiзкiв AL i BK. Доведiть,
що MK = M L.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2012 р.)

Задача 5.10. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , D
точка дотику цього кола зi стороною BC , P основа перпендикуляра, опу-
щеного з точки I на пряму AD. Доведiть, що∠BPD = ∠DPC .

(США, Лiнкольн, Небраска, 2012 р.)

Задача 5.11. Кола k1 i k2 дотикаються внутрiшнiм чином у точцi C .
Хорда AB кола k1 дотикається до кола k2 у точцi E, причому E середина
AB. Коло k3 дотикається до k1, k2 i вiдрiзка AB вiдповiдно у точках D, Z i F .
Променi C D i AB перетинаються у точцi P. Нехай M середина дуги AB кола

k1, яка не мiстить точку C . Доведiть, що tg∠Z EP =
PE
C M

.
(США, Лiнкольн, Небраска, 2012 р.)

Задача 5.12. Нехай ABC гострокутний трикутник, у якому AB < AC ,
а D i E такi точки на сторонi BC , що BD = C E i D лежить мiж B i E.
Вiдомо, що всерединi трикутника ABC знайшлася така точка P, що PD ‖ AE
i∠PAB = ∠EAC . Доведiть, що∠PBA= ∠PCA.

(США, Лiнкольн, Небраска, 2012 р.)

Задача 5.13. Дано трикутник ABC . На його сторонах AB i AC вiдмiтили
точки P i Q вiдповiдно так, що AP = AQ. Нехай S i R рiзнi точки сторони BC
(S лежить мiж B i R) такi, що∠BPS = ∠PRS i∠CQR= ∠QSR. Доведiть, що
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точки P, Q, R, S циклiчнi, тобто лежать на одному колi.
(США, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.14. Нехай у площинi трикутника ABC задано точку P i пряму
l, яка проходить через P. Точки A′, B′ i C ′ точки перетину прямих, що
симетричнi прямим PA, PB i PC вiдносно прямої l, з прямими BC , CA i AB
вiдповiдно. Доведiть, що точки A′, B′ i C ′ колiнеарнi, тобто лежать на
однiй прямiй.

(США, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.15. Нехай AA1, BB1, CC1 висоти рiзностороннього трикутни-
ка ABC , а D, E, F середини сторiн BC , CA, AB цього трикутника. Позна-
чимо через A2, B2, C2 точки перетину прямих B1C1, C1A1, A1B1 вiдповiдно з
прямими BC , CA, AB. Доведiть, що прямi, якi проходять через точки D, E, F
вiдповiдно перпендикулярно до прямих AA2, BB2, CC2 перетинаються в однiй
точцi.

(США, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Задача 5.16. Про чотирикутник ABC D вiдомо, що вiн є одночасно вписа-
ним i описаним. Вписане в нього коло дотикається до сторiн AB i C D в точках
X i Y вiдповiдно. Перпендикуляри до прямих AB i C D в точках A i D перетина-
ються в точцi U , в точках X i Y перетинаються в точцi V , а в точках B i C
перетинаються у точцi W . Доведiть, що точки U , V i W колiнеарнi.

(Математичний турнiр, Якутiя, Росiя, 2012 р.)

Задача 5.17. Нехай ABC D чотирикутник, в якому AC = BD i P то-
чка перетину дiагоналей AC i BD. Нехай k1 i k2 описанi кола трикутникiв
PAB i PC D, а O1 i O2 вiдповiдно їхнi центри. Сторона BC перетинає k1 i k2
вдруге у точках S i T вiдповiдно. Нехай M середина дуги PS кола k1, яка не
мiстить точку B, а N середина дуги PT кола k2, яка не мiстить точку C .
Доведiть, що MN ‖ O1O2.

(США, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Задача 5.18. Трикутник ABC вписаний в коло k. Продовження бiсектриси
AD цього трикутника за точку D, перетинає коло k у точцi L. Нехай M
середина сторони BC . Описане коло k1 трикутника ADM перетинає сторони
AB i AC вiдповiдно в точках P i Q (вiдмiнних вiд A). Нехай N середина PQ,
а H основа перпендикуляра, опущеного з точки L на пряму N D. Доведiть,
що пряма M L дотикається описаного кола трикутника HMN .

(США, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Задача 5.19. Нехай ABC D чотирикутник, який вписаний в коло з цен-
тром O. Вiдомо, що променi AB i DC перетинаються в точцi M , а променi
BC i AD перетинаються в точцi N . Нехай P, Q, S, T рiзнi точки перетину
бiсектрис кутiв:∠MAN i∠MBN ,∠MBN i∠MCN ,∠M DN = ∠MAN ,∠MCN
i ∠M DN вiдповiдно. а) Доведiть, що точки P, Q, S, T лежать на одному
колi, центр якого позначено через I . б) Доведiть, що точки O, E, I , де E



Роздiл 5. Задачi зарубiжних математичних олiмпiад 2012 року 133

точка перетину AC i BD, лежать на однiй прямiй.
(В’єтнам, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.20. Чотирикутник ABC D вписаний в коло з центром O. Кола,
описанi навколо трикутникiв AOB i COD, вдруге перетинаються у точцi P,
яка лежить всерединi трикутника AOD. На продовженнi вiдрiзка OP за то-
чку P вiдмiтили точку Q, а на продовженнi вiдрiзка OP за точку O вiдмiтили
точку R так, що∠QAP = ∠OBR. Доведiть, що∠PDQ = ∠RCO.

(Iндiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.21. Кола k1 i k2 дотикаються зовнiшнiм чином у точцi T . Точки
A i E лежать на колi k1. Iз цих точок до кола k2 провели дотичнi AB i ED (B i
D точки дотику з k2) вiдповiдно, а прямi AE i BD перетинаються у точцi
P. Доведiть, що

а)
AB
AT
=

ED
ET

;

б)∠AT P +∠ET P = 180◦.
(Китай, Математична олiмпiада для дiвчат, 2012 р.)

Задача 5.22. Нехай I центр вписаного кола гострокутного трикутни-
ка ABC , яке дотикається до сторiн AB i AC вiдповiдно в точках D i E. Нехай
O центр описаного кола k трикутника BIC . Доведiть, що∠ODB = ∠OEC .

(Китай, Математична олiмпiада для дiвчат, 2012 р.)

Задача 5.23. Нехай t пряма, яка проходить через вершину A рiвно-
стороннього трикутника ABC , паралельно до сторони BC . На сторонi AC
довiльно вiдмiтили точку D. Бiсектриса кута ABD перетинає пряму t у то-
чцi E. Доведiть, що BD = C D+ AE.

(Молдова, вiдбiр на Балканську математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Задача 5.24. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , яке
дотикається до сторiн AB, BC , CA вiдповiдно в точках D, E, F . Прямi AI ,
BI , DI перетинають пряму EF у точках M , N , K вiдповiдно. Доведiть, що
DM · KE = DN · KF .

(Китай, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.25. Вписане коло трикутника ABC , в якому AB 6= AC , дотикає-
ться до сторiн BC , CA i AB вiдповiдно в точках D, E i F . Пряма, яка проходить
через точку D i перпендикулярна до EF , перетинає пряму AB у точцi X . Другу
точку перетину описаних кiл трикутникiв ABC i AEF позначимо через T .
Доведiть, що∠X T F = 90◦.

(Iран, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.26. Нехай P точка всерединi гострокутного трикутника
ABC , k описане коло цього трикутника. Прямi BP i C P перетинають вдру-
ге коло k у точках B1 i C1 вiдповiдно. Позначимо через E i F основи перпенди-
кулярiв, опущених iз точки P на сторони AC i AB вiдповiдно. Доведiть, що
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EF
B1C1
¾

r
R

, де r i R радiуси вписаного i описаного кiл трикутника ABC .

(Китай, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.27. Задано два трикутники PAB i PC D, для яких PA = PB,
PC = PD, а точки P, A, C i B, P, D лежать на прямих у вказаному порядку
вiдповiдно. Нехай k1 i k2 довiльнi кола, що проходять через кiнцi вiдрiзкiв
AC i BD вiдповiдно, а X i Y точки перетину цих кiл. Нехай k описане коло
трикутника PX Y . Доведiть, що центр кола k є серединою вiдрiзка, що з’єднує
центри кiл k1 i k2.

(Японiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.28. Нехай ABC заданий трикутник, D, E, F середини його
сторiн BC , CA, AB вiдповiдно. Описане коло k1 трикутника BC F перетинає
пряму BE у точках B i P, а описане коло k2 трикутника ABE перетинає пряму
AD у точках A i Q. Нехай прямi DP i FQ перетинаються в точцi R. Доведiть,
що точка G перетину медiан трикутника ABC лежить на описаному колi
трикутника PQR.

(Румунiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Задача 5.29. Дано гострокутний трикутник ABC , в якому AB 6= AC i
H основа висоти, опущеної з вершини A на сторону BC . На продовженнях
сторiн AB i AC вiдмiтили точки P i Q вiдповiдно так, що HP = HQ i точки
P, B, C , Q циклiчнi. Доведiть, що H центр описаного кола трикутника
PAQ.

(Албанiя, вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Задача 5.30. Колаω1 iω2 рiзних радiусiв перетинаються у двох точках A i
B. Колоω3 дотикається зовнiшнiм чином до колаω1 у точцi A1 i дотикається
внутрiшнiм чином до колаω2 у точцi B1. Колоω4 дотикається зовнiшнiм
чином до колаω1 у точцi A2 i дотикається внутрiшнiм чином до колаω2 у
точцi B2. Крiм того, вiдомо, що колаω3 iω4 перетинаються у двох точках C
i D. Доведiть, що прямi A1B1, A2B2 i C D перетинаються в однiй точцi.

(Польща, вiдбiр до математичної олiмпiади мiж Словаччиною, Польщею i Чехiєю, 2012 р.)

Задача 5.31. Трикутник ABC , з тупим кутом при вершинi B, вписаний в
колоω з центром у точцi O. Нехай D точка перетину прямої AB з прямою,
яка проходить через точку C i перпендикулярна до прямої AC . Позначимо
через l пряму, яка проходить через точку D i перпендикулярна до прямої
AO. Нехай пряма l перетинає пряму AC у точцi E, а коло ω у точцi F , яка
лежить мiж точками D i E. Доведiть, що описанi кола трикутникiв BEF i
C DF дотикаються одне одного у точцi F .

(Мiжнародна математична олiмпiада Балканських країн, 2012 р.)

Задача 5.32. У колiω з центром O провели хорду AB, яка не є дiаметром
цього кола. На вiдрiзку OB вiдмiтили довiльно точку T . Пряма, яка прохо-
дить через точку T i перпендикулярна до вiдрiзка OB, перетинає хорду AB у
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точцi C , а колоω у двох точках D i E. Позначимо через S основу перпендику-
ляра, опущеного iз T на пряму AB. Доведiть, що AS · BC = T E · T D.

(Мiжнародна математична олiмпiада африканських країн, 2012 р.)

Задача 5.33. Нехай пряма, що проходить через вершину A трикутника
ABC i паралельна до його сторони BC , перетинає бiсектриси зовнiшнiх кутiв
при вершинах B i C у точках P i Q вiдповiдно. Нехай R точка перетину
прямої, що проходить через точку P i перпендикулярна до BP, з прямою, яка
проходить через точку Q i перпендикулярна до прямої CQ. Нехай I центр
вписаного кола трикутника ABC . Доведiть, що AI = AR.

(Мiжнародна математична олiмпiада латиноамериканських країн, 2012 р.)
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Розв’язання задач 2012 року

Задача 5.1. (Д. Прокопенко) Чотирикутник ABC D вписаний в коло. BL i
CN бiсектриси трикутникiв ABD i AC D вiдповiдно. Кола, описанi навколо
трикутникiв ABL i C DN , перетинаються в точках P i Q. Доведiть, що пряма
PQ проходить через середину дуги AD, що не мiстить точку B.

(Олiмпiада з геометрiї iм. I. Ф. Шаригiна, фiнал, 10 клас, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 5.1).

A

B

C

D

P

Q

L N

W

Рис. 5.1.

Нехай W середина
дуги AD, що не мiстить
точку B, тодi за власти-
востями вписаних кутiв
одержуємо, що BL i CN
проходять через точку W .
Оскiльки PQ радикальна
вiсь кiл (ABL) i (C DN), то
для доведення, що PQ про-
ходить через W , достатньо
довести, що степенi точки
W вiдносно цих кiл рiвнi,
тобто потрiбно довести
рiвнiсть:

W L ·W B =W N ·W C .

Дiйсно,

∠WAL = ∠W BD = ∠W BA,

тобто Í WAL ∼Í W BA (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв
випливає, що

W L
WA

=
WA
W B

,

тобто W L ·W B =WA2. Аналогiчно доводиться, що W N ·W C =W D2. Оскiльки
W середина дуги AD, то WA=W D, тобто W L ·W B =W N ·W C , що i треба
було довести. �

Задача 5.2. Про трикутник ABC вiдомо, що на його сторонах AB i BC
вiдмiтили точки M i K вiдповiдно так, що MA= AC = CK. Нехай I та O
центри вписаного та описаного кiл трикутника ABC .

а) Доведiть, що довжина вiдрiзка OI дорiвнює радiусу описаного кола
трикутника MBK .

б) Доведiть, що OI ⊥ MK .
(Боснiя i Герцеговина, 2012 р.)
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Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.2).

A

B

C

O

P

I

L

K

Q

M

Рис. 5.2.

Не порушуючи загальностi
будемо вважати, що AB >
BC . Нехай P середина дуги
AC описаного кола трикутника
ABC , яка не мiстить точку B, а
Q середина дуги ABC цього
кола, тодi PQ дiаметр цього
кола, який є серединним пер-
пендикуляром до сторони AC .
Тому QA = QC i PA = PC = PI
(теорема про «тризуб»). Крiм то-
го, точки B, I , P колiнеарнi.

Оскiльки QA=QC , AM = CK
i ∠QAM = ∠QCK (бо за власти-
вiстю вписаних кутiв ∠QAM =
= ∠QAB = ∠QCB = ∠QCK), то
Í QAM =Í QCK (за двома сто-
ронами i кутом мiж ними). З рiв-
ностi цих трикутникiв випливає,
що QM =QK i ∠QMB = ∠QKB. А це означає, що описане коло трикутника
BMK проходить через точку Q, i коли L центр цього кола, то QL⊥MK .

Оскiльки ∠MQK = ∠MBK = ∠ABC = ∠AQC , тобто ∠MQK = ∠AQC =
= ∠B, а також QM = QK i QA = QC , то спiральна подiбнiсть, з центром у

точцi Q, коефiцiєнтом k =
QM
QA

=
QK
QC

i кутом повороту ∠AQM = ∠CQK,

вiдображає точку A у точку M , точку C у точку K , а центр O описаного кола
трикутника AQC вiдображає у центр L описаного кола трикутника MQK,
тобто трикутники AQM i OQL подiбнi. Оскiльки OA= OP, QA=QC i∠AOP =
∠AQC = ∠B, то трикутники AQC i AOP також подiбнi. Тому матимемо:

OL
AM
=

QO
QA
=

OA
QA
=

AP
AC
=

I P
AM

,

тобто OL = PI . Крiм того, ∠QBP = 90◦, а OL⊥BQ, бо OB = OQ i LB = LQ.
Звiдси випливає, що OL ‖ PI . Так як OL = PI i OL ‖ PI , то OLI P парале-
лограм. Тому I L = PO i LI ‖ PO, тобто I L = OQ i I L ‖ OQ, а це означає, що
OQLI також паралелограм. Оскiльки протилежнi сторони паралелограма
рiвнi i паралельнi, то OI =QL, що i завершує розв’язання пункту а).

Для розв’язання пункту б), матимемо: OI ‖QL, а QL⊥MK . Тому OI⊥MK ,
що i треба було довести. �

Задача 5.3. Нехай ABC D опуклий чотирикутник, P точка перетину
його дiагоналей. Вiдомо, що AC + AD = BC + BD. Доведiть, що бiсектриси
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кутiв∠ACB,∠ADB i∠APB перетинаються в однiй точцi.
(Канада, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.3).

A
B

CD

PI
J

K

Q

Рис. 5.3.

Нехай I та J центри вписаних кiл
трикутникiв APD та BPC вiдповiдно. Тодi
цi точки точки перетину бiсектрис цих
трикутникiв. Позначимо через K точку
перетину променiв DI i CJ . Доведемо, що
PK бiсектриса кута ∠APB.

Нехай Q точка перетину променiв
DA i CB. Оскiльки AC + AD = BC + BD, то
за вiдомою лемою про властивостi i озна-
ки описаних чотирикутникiв, одержуємо,
що в чотирикутник AQBP можна вписати
коло, яке буде зовнiвписаним для трику-
тникiв APD i BPC , а K його центр. Звiд-
си й випливає, що PK бiсектриса кута

∠APB, що i треба було довести. �

Для завершення розв’язання цiєї задачi, доведемо згадану у нiй лему про
властивостi та ознаки вписаних чотирикутникiв.

Лема. Дано опуклий чотирикутник. Променi AB i DC перетинаються у
точцi P, а променi BC i AD у точцi Q. Чотирикутник ABC D буде описаним
тодi i тiльки тодi, коли виконується одна iз наступних умов:

а) AB + C D = BC + AD;
б) AP + CQ = AQ+ C P;
в) BP + BQ = DP + DQ.
Доведення.

A

B

C
D P

Q

K

LM

N

A

B

C
D P

Q

A′

D′

S
Q′

Рис. 5.4. Рис. 5.5.
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Спочатку доведемо, що коли заданий чотирикутник ABC D є описаним,
то виконується кожна умова. Нехай K , AB < AC , M i N точки дотику впи-
саного кола зi сторонами AB, BC , C D i DA вiдповiдно.

За теоремою про сiчнi, що проведенi до кола iз однiєї точки, матимемо:
а) AB + C D = AK + BK + C M + DM = AN + BL + C L + DN = BC + AD;
б) AP + CQ = AK + PK +QL − C L = AN + PM +QN − C M = AQ+ C P;
в) BP + BQ = AP − AB + BC + CQ = (AP + CQ) + (BC − AB) = (AQ+ C P) +

+ (C D− AD) = DP + DQ.
Доведемо тепер, наприклад, що коли BP + BQ = DP + DQ, то чотирику-

тник ABC D описаний.
Розглянемо для цього коло, яке є зовнiвписаним колом трикутника BC P,

що дотикається до сторони BC . Припустимо, що пряма AD не дотикається
цього кола; перемiстимо паралельно цю пряму так, щоб вона доторкнулася
цього кола (див. рис. 5.5). Нехай S така точка прямої AQ, що Q′S ‖ DD′. Так як
за умовою BP+BQ = DP+DQ, а за попереднiм доведенням BP+BQ′ = D′P+
+ D′Q′, то QS + SQ′ =QQ′, що суперечить нерiвностi трикутника. Одержане
протирiччя i доводить, що чотирикутник ABC D буде описаним. Для iнших
двох умов доведення аналогiчне. �

Задача 5.4. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , яке доти-
кається до сторiн BC , CA, AB у точках D, E, F . Нехай K точка перетину
прямих DI i EF . Доведiть, що пряма AK дiлить сторону BC навпiл.

(Сiнгапур, 2012 р.)

Розв’язання.

A

B C
D

E

F
R K

M

S

I

Рис. 5.6.

Зробимо рисунок до задачi
(рис. 5.6).

Проведемо через точку K
пряму, яка паралельна до сто-
рони BC , яка перетинає AB у то-
чцi R, а AC у точцi S. Оскiль-
ки RS ‖ BC i I D⊥BC , то IK⊥RS.
Крiм того, I F⊥RF , бо радiус,
що проведений у точку дотику,
перпендикулярний до дотичної.
З того, що ∠RF I = ∠RKI = 90◦,
одержуємо, що точки R, F , K,
I циклiчнi. Аналогiчно дово-
диться, що точки E, S, K, I також циклiчнi. За властивiстю вписаних кутiв
матимемо:

∠KRI = ∠KF I = ∠EF I = ∠F EI = ∠KEI = ∠KSI ,
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тобто ∠KRI = ∠KSI . Звiдси випливає, що трикутник RIS рiвнобедрений,
тобто IK медiана трикутника RIS. Оскiльки K середина RS i RS ‖ BC ,
то за основною властивiстю центрального проектування, одержуємо: M
середина BC , що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 5.5. У гострокутному трикутнику ABC через D, E, F позначили
основи його висот, проведених iз вершин A, B, C вiдповiдно. Нехайω коло,
описане навколо трикутника AEF . Нехайω1 iω2 кола, якi проходять через
точку D i дотикаються доω у точках F i E вiдповiдно. Доведiть, що точка
перетинуω1 iω2, яка вiдмiнна вiд точки D, лежить на прямiй BC .

(США, Лiнкольн, Небраска, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 5.7).

A

B C
D

E

F H

MP

ω

ω1

ω2

Рис. 5.7.

Нехай H точка перетину висот AD, BE, C F трикутника ABC , тодi AH
дiаметр колаω, описаного навколо трикутника AEF . Нехай M середина
сторони BC трикутника ABC . Тодi EM = F M як медiани прямокутних
трикутникiв BEC i BFC , що проведенi до гiпотенузи BC . Тому

∠M FC = ∠FCB = ∠DAB = ∠HAF,
тобто ∠M FC = ∠HAF , а ця рiвнiсть кутiв означає, що M F дотична до
кола ω. Аналогiчно, M E також дотична до кола ω. Оскiльки кола ω1 i ω2
дотикаються доω у точках F i E вiдповiдно, то пряма M F спiльна дотична
кiлω1 iω, а M E спiльна дотична кiлω2 iω. А це в свою чергу означає, що
пряма M F радикальна вiсь кiлω1 iω, а E радикальна вiсь кiлω2 iω. Так
як DP радикальна вiсь кiлω1 iω2, то за теоремою про радикальний центр
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трьох кiл, одержуємо, що вказанi радикальнi осi F M , EM i DP перетинаються
в однiй точцi точцi M . Звiдси й випливає, що P лежить на прямiй BC , що i
завершує розв’язання. �

Задача 5.6. Нехай P i Q точки всерединi трикутника ABC такi, що
∠PAC = ∠QAB i∠PBC = ∠QBA.

а) Доведiть, що усi шiсть основ перпендикулярiв, опущених iз точок P i Q
на сторони трикутника, будуть циклiчними (лежатимуть на одному колi).

б) Нехай D i E основи перпендикулярiв, опущених iз точки P на сторони
BC i AC , а K основа перпендикуляра, опущеного iз точки Q на сторону AB.
Нехай M точка перетину прямих DE i AB. Доведiть, що M P ⊥ CK .

(Сербiя, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 5.8).
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Рис. 5.8.

Оскiльки ∠PAC = ∠QAB i
∠PBC = ∠QBA, то за теоремою
Чеви у тригонометричнiй формi,
одержуємо, що ∠PCA = ∠QCB,
тобто точки P i Q iзогонально
спряженi.

а) Нехай D, E, F основи пер-
пендикулярiв, опущених iз точки
P на сторони BC , CA, AB вiдпо-
вiдно, а L, N , K основи перпен-
дикулярiв, опущених iз точки Q
на сторони BC , CA, AB вiдповiдно.
Доведемо, що точки L, D, N , E, F ,
K циклiчнi. Дiйсно, чотирику-
тники PEAF i QNAK циклiчнi,
а тому за властивiстю вписаних кутiв, одержуємо:

∠PF E = ∠PAE = ∠PAC = ∠QAB = ∠QAK = ∠QNK ,

тобто ∠PF E = ∠QNK. Так як ∠PFA = ∠QNA = 90◦, то ∠EFA = ∠KNA. Ця
рiвнiсть кутiв забезпечує циклiчнiсть чотирикутника KN EF , а центр O опи-
саного кола чотирикутника KN EF є точкою перетину серединних перпенди-
кулярiв до сторiн FK i N E, тобто точка O середина вiдрiзка PQ. Аналогiчно
доводиться, що коло з центром O буде проходити i через точки D i L. А це
означає, що усi точки L, D, N , E, F , K лежать на колi з центром O середи-
ною PQ i радiусом OD, що i завершує розв’язання задачi а).

б) Нехай T точка перетину кiл (PFK) i (PDC E). Проведемо коло з цен-
тром O, iснування якого було доведена у пунктi а) (рис. 5.9).

За теоремою про радикальний центр трьох зображених кiл, одержуємо,
що M їх радикальний центр, тобто M P проходить через точку T . Оскiльки
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Рис. 5.9.

∠KT P = 180◦ −∠KF P = 90◦ i ∠PT C = ∠PDC = 90◦, то пряма CK проходить
через точку T i M P⊥CK , що i треба було довести. �

Задача 5.7. Нехай J центр зовнiвписаного кола трикутника ABC , яке
дотикається сторони BC у точцi M , а продовжень сторiн AB i AC вiдповiдно
у точках K i L. Нехай F точка перетину прямих JB i LM , а G точка
перетину прямих JC i KM . Нехай S i T точки перетину прямих AF i AG з
прямою BC вiдповiдно. Доведiть, що M середина вiдрiзка ST .

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.10).
Так як BK = BM (за теоремою про дотичнi) i JK = J M (як радiуси зов-

нiвписаного кола), то JB серединний перпендикуляр вiдрiзка KM . Анало-
гiчно, JC серединний перпендикуляр вiдрiзка LM . Звiдси випливає, що
FK = F M i GL = GM , тобто трикутники KF M i LGM рiвнобедренi i подi-
бнi, бо ∠F MK = ∠GM L (як вертикальнi). Звiдси випливає, що кути при їх
вершинах вiдповiдно рiвнi: ∠KF M = ∠LGM .

Оскiльки ∠KF L = ∠KGL, то точки K, F , G, L циклiчнi, тобто лежать
на одному колi, яке ми позначимоω. Оскiльки FJ бiсектриса ∠KF L, то
FJ дiлить меншу дугу K L кола ω навпiл. Аналогiчно, GJ також дiлить цю
дугу навпiл. Тому точка J i є серединою цiєї дуги, тобто точка J лежить наω.
Оскiльки

∠JKA+∠J LA= 90◦ + 90◦ = 180◦,
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Рис. 5.10.

то точки K, J , L, A циклiчнi. Враховуючи, що K, J , L лежать на ω, то i
точка A також лежить на ω. Звiдси випливає, що ∠AFJ = ∠AKJ = 90◦ i
∠AGJ = ∠ALJ = 90◦.

Розглянемо трикутник ABS. У ньому BF є висотою i бiсектрисою. Тому
вiн рiвнобедрений, тобто SB = AB. Крiм того, BM = BK(за теоремою про
дотичнi). Звiдси випливає, що

SM = SB + BM = AB + BK = AK ,

тобто SM = AK . Аналогiчно доводиться, що T M = AL. Оскiльки AK = AL (як
дотичнi), то i SM = T M , що i треба було довести. �

Задача 5.8. У прямокутному трикутнику ABC , з прямим кутом при
вершинi B, висота BH перетинається з бiсектрисами C E i AD вiдповiдно в
точках P i Q. Нехай M i N середини вiдрiзкiв PE i QD вiдповiдно. Доведiть,
що MN ‖ AC .

(Румунiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 5.11).

Оскiльки C E бiсектриса кута ACB, то прямокутнi трикутники CHP i
CBE подiбнi (за двома кутами). Звiдси випливає, що ∠BEC = ∠HPC . Але
∠HPC = ∠BPE (як вертикальнi). Тому ∠BEP = ∠BPE, тобто трикутник
PBE рiвнобедрений. Аналогiчно доводиться, що трикутник QBD також
рiвнобедрений. З рiвнобедреностi цих трикутникiв випливає, що BM⊥C E i
BN⊥QD.
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Рис. 5.11.

Тодi чотирикутник BM IN вписаний,
де I точка перетину бiсектрис C E i AD. За
теоремою про кут мiж бiсектрисами трику-
тника знаходимо, що

∠AIC = 90◦ +
1
2
∠B = 90◦ + 45◦ = 135◦.

Отже, ∠M IN = 135◦ i ∠MBN = 45◦. Оскiль-
ки BI бiсектриса кута ABC , то ∠ABI =
∠CBI = 45◦.

Так як ∠DBQ = ∠CBH = ∠A i BH бiсе-
ктриса кута DBQ, то∠DBN = 1

2∠A. Оскiльки
∠MBN = ∠IBD, то ∠MBI = ∠NBD = 1

2∠A.
Далi з циклiчностi чотирикутника BM IN ви-
пливає, що

∠MN I = ∠MBI =
1
2
∠A= ∠IAC .

Звiдки випливає, що ∠MN I = ∠IAC . Оскiльки цi кути внутрiшнi рiзносто-
роннi, то MN ‖ AC , що i треба було довести. �

Задача 5.9. Нехай ABC трикутник, у якому∠BCA= 90◦, D основа
висоти, проведеної з вершини C . Всерединi вiдрiзка C D взято точку X . Точка
K на вiдрiзку AX така, що BK = BC . Аналогiчно, точка L на вiдрiзку BX
така, що AL = AC . Нехай M точка перетину вiдрiзкiв AL i BK. Доведiть,
що MK = M L.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2012 р.)

Розв’язання.
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BC

D
E

F

C ′

MK

LX

k3
k2

k1

Рис. 5.12.

Зробимо рисунок до за-
дачi (рис. 5.12).

Проведемо два кола k1
i k2: перше з центром у то-
чцi A i радiусом AC , а друге
з центром у точцi B i радiу-
сом BC . Оскiльки AL = AC
i BK = BC , то точка L ле-
жить на колi k1, а точка K ле-
жить на колi k2. Нехай C ′

друга точка перетину кiл k1
i k2, тодi точка D середи-
на CC ′, а CC ′ радикальна
вiсь k1 i k2. Нехай BL перети-
нає вдруге коло k1 у точцi E
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i AK перетинає вдруге коло k2 у точцi F . Оскiльки точка X лежить на ради-
кальнiй осi CC ′ кiл k1 i k2, то її степiнь вiдносно цих кiл однаковий. Та як
хорди EL i FK проходять через точку X , то степiнь точки X вiдносно кола k1
дорiвнює −X E · X L, а степiнь точки X вiдносно кола k2 дорiвнює −X F · X K.
Тому −X E · X L = −X F · X K . Звiдки слiдує, що X E · X L = X F · X K , тобто точки
E, K , L, F лежать на одному колi (позначимо його k3).

Далi, оскiльки BC дотична до кола k1, то BC2 = BE · BL, а враховуючи
рiвнiсть BC = BK , одержуємо, що BK2 = BF · BL, а це означає, що BK
дотична до кола k3.

Аналогiчно доводиться, що AL також дотична до кола k3. Звiдси i випли-
ває, за теоремою про дотичнi, що MK = M L, що i треба було довести. �

Задача 5.10. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , D то-
чка дотику цього кола зi стороною BC , P основа перпендикуляра, опущено-
го з точки I на пряму AD. Доведiть, що∠BPD = ∠DPC .

(США, Лiнкольн, Небраска, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.13).

A

B CD

E

F

I

P

Q

k

k2

k1

Рис. 5.13.

Позначимо вписане коло через k. Нехай k дотикається до сторiн AB i AC
в точках F i E вiдповiдно. Оскiльки D, E i F точки дотику k зi сторонами
BC , CA i AB вiдповiдно, то I D⊥BC , I E⊥CA i I F⊥AB.

Нехай k1 коло з дiаметром DI . Так як ∠DPI = 90◦, то точка P лежить
на колi k1. Нехай k2 коло з дiаметром AI . Так як ∠API = ∠AEI = ∠AF I =
90◦, то точки P, E i F лежать на колi k2. Пряма BC є спiльною дотичною
до кiл k i k1, тобто пряма BC радикальна вiсь кiл k i k1. Оскiльки I P
спiльна хорда кiл k1 i k2, то пряма I P радикальна вiсь кiл k1 i k2. Оскiльки
F E спiльна хорда кiл k i k2, то пряма F E радикальна вiсь кiл k i k2. За
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теоремою про радикальний центр трьох кiл, одержуємо, що прямi BC , I P i
F E перетинаються в однiй точцi Q.

Далi, застосуємо теорему Менелая до трикутника ABC i прямої F EQ:
AF
FB
·

BQ
QC
·

C E
EA
= 1.

Оскiльки AF = AE, BF = BD i C D = C E (як дотичнi, що проведенi iз вершин
A, B i C до кола k), то пiсля скорочення матимемо:

BQ
QC
=

FB
C E
=

BD
DC

,

тобто
BQ
QC
=

BD
DC

. (?)

Далi, нехай ∠BPD = ϕ, а ∠DPC =ψ, (ϕ iψ гострi), тодi за основним
спiввiдношенням чевiани трикутника (лема 2.1) матимемо: а) для трикутни-
ка BPC i чевiани PD:

BD
DC
=

BP
PC
·

sinϕ
sinψ

;

б) для трикутника BPC i чевiани PQ:
BQ
QC
=

BP
PC
·

sin (90◦ +ϕ)
sin (90◦ −ψ)

.

Таким чином, використовуючи (?), матимемо:
BQ
QC
=

BD
DC
⇔

BP
PC
·

sinϕ
sinψ

=
BP
PC
·

sin (90◦ +ϕ)
sin (90◦ −ψ)

⇔
sinϕ
sinψ

=
cosϕ
cosψ

⇔ tgϕ = tgψ⇔ ϕ =ψ,

тобто PD бiсектриса кута BPC , що i треба було довести. �

Задача 5.11. Кола k1 i k2 дотикаються внутрiшнiм чином у точцi C .
Хорда AB кола k1 дотикається до кола k2 у точцi E, причому E середина
AB. Коло k3 дотикається до k1, k2 i вiдрiзка AB вiдповiдно у точках D, Z i F .
Променi C D i AB перетинаються у точцi P. Нехай M середина дуги AB кола

k1, яка не мiстить точку C . Доведiть, що tg∠Z EP =
PE
C M

.
(США, Лiнкольн, Небраска, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 5.14).
Нехай O1, O2 i O3 центри кiл k1, k2 i k3 вiдповiдно, а G друга точка

перетину прямої PC з колом k3. Оскiльки E середина AB, то точки C , O2, O1,
E, M лежать на однiй прямiй, яка є серединним перпендикуляром вiдрiзка
AB. Так як ∠GDF = ∠C DM = 90◦, то GF дiаметр кола k3, а враховуючи,
що P центр гомотетiї, яка вiдображає коло k3 на коло k2, матимемо, що
центри O3 i O2 цих кiл лежатимуть на прямiй PZ .
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Рис. 5.14.

Далi, оскiльки D точка
дотику кiл k1 i k3, то D
центр гомотетiї, яка вiдобра-
жає коло k3 на коло k1. Це
означає, що точки D, F i M
колiнеарнi. Так як ∠C EF =
∠C DF = 90◦, то чотирику-
тник C DF E вписаний. За
теоремою про сiчнi одержує-
мо, що M D·M F = MC ·M E. Ця
рiвнiсть означає, що степiнь
точки M вiдносно кiл k2 i k3
однакова, тобто точка M на-
лежить радикальнiй осi кiл k2
i k3. Оскiльки точка Z також
належить радикальнiй осi кiл
k2 i k3, як їхня точка дотику,
то M Z спiльна дотична кiл k2 i k3. Отже, M Z⊥PZ , а тому ∠C Z M = ∠EZ P.
Оскiльки ∠EC Z = ∠Z EP, як кут мiж дотичною i хордою, що проведена в
точку дотику, тоÍ C Z M ∼Í EZ P (за двома кутами). З подiбностi цих трику-
тникiв випливає, що

EZ
C Z
=

PE
MC

.

Тому

tg∠Z EP = tg∠EC Z =
EZ
C Z
=

PE
MC

,

що i треба було довести. �

Задача 5.12. Нехай ABC гострокутний трикутник, у якому AB < AC ,
а D i E такi точки на сторонi BC , що BD = C E i D лежить мiж B i E.
Вiдомо, що всерединi трикутника ABC знайшлася така точка P, що PD ‖ AE
i∠PAB = ∠EAC . Доведiть, що∠PBA= ∠PCA.

(США, Лiнкольн, Небраска, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок , що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 5.15).

Нехай ABFC i ABGP паралелограми, тодi PG ‖ AB ‖ C F i PG = AB = C F .
Звiдси слiдує, що PGFC також паралелограм. Отже, трикутники APC i
BGF рiвнi (за трьома сторонами).

Далi,
∠BGP = ∠PAB = ∠CAE = ∠BF D = ∠BF P,

тобто ∠BGP = ∠BF P.
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Остання рiвнiсть кутiв означає, що точки B, G, F i P циклiчнi. З ци-
клiчностi цих точок випливає, що ∠BPG = ∠BFG. Але ∠BPG = ∠ABP (як
внутрiшнi рiзностороннi при паралельних прямих AB i PG), а∠BFG = ∠AC P
(як вiдповiднi кути рiвних трикутникiв).

Таким чином, з рiвностi кутiв ∠BPG = ∠BFG, випливає рiвнiсть кутiв
∠ABP = ∠AC P, що i треба було довести. �

CB

A

D E

F

G

P

CB

A

P
Q

RS

k1

k2

Рис. 5.15. Рис. 5.16.

Задача 5.13. Дано трикутник ABC . На його сторонах AB i AC вiдмiтили
точки P i Q вiдповiдно так, що AP = AQ. Нехай S i R рiзнi точки сторони BC
(S лежить мiж B i R) такi, що∠BPS = ∠PRS i∠CQR= ∠QSR. Доведiть, що
точки P, Q, R, S циклiчнi, тобто лежать на одному колi.

(США, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.16).
Нехай k1 i k2 описанi кола трикутникiв PSR i QSR вiдповiдно. При-

пустимо, що цi кола не спiвпадають. Оскiльки ∠BPS = ∠PRS, то коло k1
дотикається до сторони AB у точцi P, а так як ∠CQR = ∠QSR, то коло k2
дотикається сторони AC у точцi Q. Це означає, що AP2 степiнь точки A
вiдносно кола k1 i AQ2 степiнь точки A вiдносно кола k2. За умовою задачi
AP = AQ, тобто степенi точки A вiдносно кiл k1 i k2 рiвнi. Це означає, що
точка A лежить на радикальнiй осi кiл k1 i k2. Так як R i S точки перетину k1
i k2, то пряма BC , яка проходить через цi точки, буде радикальною вiссю кiл
k1 i k2. Таким чином, точка A мусить лежати на прямiй BC , що неможливо.
Одержане протирiччя i доводить, що кола k1 i k2 спiвпадають, тобто точки P,
Q, R,S циклiчнi, що i треба було довести. �
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Задача 5.14. Нехай у площинi трикутника ABC задано точку P i пряму
l, яка проходить через P. Точки A′, B′ i C ′ точки перетину прямих, що
симетричнi прямим PA, PB i PC вiдносно прямої l, з прямими BC , CA i AB
вiдповiдно. Доведiть, що точки A′, B′ i C ′ колiнеарнi, тобто лежать на
однiй прямiй.

(США, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.17).

CB

A

P

C ′

B′

A′

C ′′

B′′

A′′

l

Рис. 5.17.

Нехай A′′, B′′ i C ′′ точки, симетричнi точкам A, B i C вiдносно прямої
l, тодi A′, B′ i C ′ точки перетину прямих PA′′, PB′′ i PC ′′ вiдповiдно з пря-
мими BC , CA i AB. Далi скористаємося основним спiввiдношенням чевiани
трикутника (лема 2.1). Для трикутника BPC i його чевiани PA′ маємо:

BA′

CA′
=

PB
PC
·

sin∠BPA′

sin∠C PA′
.

Для трикутника C PA i його чевiани PB′ маємо:

CB′

AB′
=

PC
PA
·

sin∠C PB′

sin∠APB′
.

Для трикутника BPC i його чевiани PA′ маємо:

AC ′

BC ′
=

PA
PB
·

sin∠APC ′

sin∠BPC ′
.

Перемножуючи цi три спiввiдношення, пiсля скорочення, одержимо:

BA′

CA′
·

CB′

AB′
·

AC ′

BC ′
=

sin∠BPA′

sin∠C PA′
·

sin∠C PB′

sin∠APB′
·

sin∠APC ′

sin∠BPC ′
.
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Враховуючи задану симетрiю, матимемо:

sin∠BPA′ = sin∠APB′.

Дiйсно, sin∠BPA′ = sin∠BPA′′ = sin∠B′′PA= sin∠APB′. Аналогiчно доводи-
ться, що sin∠C PB′ = sin∠BPC ′ i sin∠APC ′ = sin∠C PA′. Таким чином, пiсля
скорочення вiдповiдних синусiв, одержуємо, що

BA′

CA′
·

CB′

AB′
·

AC ′

BC ′
= 1.

Iз цього спiввiдношення, за теоремою Менелая для трикутника ABC i точок
A′, B′ i C ′, випливає, що цi точки A′, B′ i C ′ колiнеарнi, що i треба було
довести. �

Задача 5.15. Нехай AA1, BB1, CC1 висоти рiзностороннього трикутни-
ка ABC , а D, E, F середини сторiн BC , CA, AB цього трикутника. Позна-
чимо через A2, B2, C2 точки перетину прямих B1C1, C1A1, A1B1 вiдповiдно з
прямими BC , CA, AB. Доведiть, що прямi, якi проходять через точки D, E, F
вiдповiдно перпендикулярно до прямих AA2, BB2, CC2 перетинаються в однiй
точцi.

(США, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Розв’язання.
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Рис. 5.18.

Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.18).
Доведемо, що DH⊥AA2. Звiдси випли-

ватиме, що усi вказанi прямi перетинати-
муться в точцi H.

Оскiльки

∠BC1C = ∠BB1C = 90◦,

то точки B, C1, B1, C циклiчнi. Тодi вiд-
носно цього кола пряма AH поляра то-
чки A2 i A2H поляра точки A. Звiдси ви-
пливає, що AA2 поляра точки H. Оскiль-
ки D центр цього кола, то за властивi-
стю поляри DH⊥AA2, що i треба було до-
вести. �

Задача 5.16. Про чотирикутник ABC D вiдомо, що вiн є одночасно вписа-
ним i описаним. Вписане в нього коло дотикається до сторiн AB i C D в точках
X i Y вiдповiдно. Перпендикуляри до прямих AB i C D в точках A i D перетина-
ються в точцi U , в точках X i Y перетинаються в точцi V , а в точках B i C
перетинаються у точцi W . Доведiть, що точки U , V i W колiнеарнi.

(Математичний турнiр, Якутiя, Росiя, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.19).
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Рис. 5.19.

Нехай пряма UV перетинає перпендикуляр iз точки B у точцi W ′, а iз то-
чки C у точцi W ′′. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що променi
CB i DA перетинаються у точцi P. Нехай J центр вписаного кола трику-
тника ABP, яке дотикається сторони AB у точцi L. З умови задачi випливає,
що V центр вписаного кола даного чотирикутника ABC D. Так як чотири-
кутник ABC D вписаний, то ∠PAB = ∠PC D. Тому трикутник PAB i PC D
подiбнi, а значить вiдповiднi вiдрiзки цих трикутникiв є пропорцiйними:

BL
LA
=

DY
Y C

.

Оскiльки коло (V ) є також зовнiвписаним для трикутника PAB, то за вiдомою
властивiстю про точки дотику вписаного i зовнiвписаного кiл трикутника,
одержуємо, що AL = BX i BL = AX . Оскiльки прямi, що перпендикулярнi до
прямої мiж собою є паралельними, то UA ‖ X V ‖ BW i U D ‖ V Y ‖W C .

Таким чином, за теоремою Фалеса одержуємо:

UV
VW ′

=
AX
X B
=

BL
LA
=

DY
Y C
=

UV
VW ′′

,

тобто VW ′ = VW ′′, а це означає, що W ′ =W ′′ =W , що i треба було довести.
�

Задача 5.17. Нехай ABC D чотирикутник, в якому AC = BD i P то-
чка перетину дiагоналей AC i BD. Нехай k1 i k2 описанi кола трикутникiв
PAB i PC D, а O1 i O2 вiдповiдно їхнi центри. Сторона BC перетинає k1 i k2
вдруге у точках S i T вiдповiдно. Нехай M середина дуги PS кола k1, яка не
мiстить точку B, а N середина дуги PT кола k2, яка не мiстить точку C .
Доведiть, що MN ‖ O1O2.

(США, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 5.20).
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Рис. 5.20.

Нехай Q друга точка перетину кiл k1 i k2. Тодi за властивiстю вписаних
кутiв матимемо:

∠QCA= ∠QC P = ∠QDP = ∠QDB i ∠QAC = ∠QAP = ∠QBP = ∠QBD.

Оскiльки AC = BD, то трикутники AQC i BQD рiвнi (за стороною i
двома прилеглими до неї кутами). З рiвностi цих трикутникiв випливає,
що QC = QD i QA = QB. Крiм того, ∠CQD = ∠C PD = ∠APB = ∠AQB. Тому
Í CQD ∼Í AQB (за двома сторонами i кутом мiж ними). З подiбностi цих
трикутникiв випливає пропорцiйнiсть сторiн i радiусiв описаних кiл, тобто

QB
QC
=

O1M
O2N

.

Нехай K точка перетину O1M i O2N . Оскiльки PQ⊥O1O2 (бо радикаль-
на вiсь перпендикулярна лiнiї центрiв кiл) i O1M⊥PS (бо M середина дуги
PS), то∠SPQ = ∠O2O1M . Тодi∠QBC = ∠QBS = ∠QPS = ∠O2O1M = ∠O2O1K ,
тобто ∠QBC = ∠O2O1K. Аналогiчно доводиться, що ∠QCB = ∠O1O2K . Тому
трикутники BQC i O1KO2 подiбнi (за двома кутами). З подiбностi цих трику-
тникiв випливає, що

O1K
O2K

=
QB
QC

.
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Отже, з останнiх двох пропорцiй, одержуємо, що
O1K
O2K

=
O1M
O2N

, тобто

O1M
O1K

=
O2N
O2K

⇔
KM
KO1

=
KN
KO2

.

Звiдки Í O1KO2 ∼Í MKN . З подiбностi цих трикутникiв випливає, що
∠O2O1K = ∠KMN . Оскiльки цi кути внутрiшнi рiзностороннi, то O1O2 ‖ MN ,
що i треба було довести. �

Задача 5.18. Трикутник ABC вписаний в коло k. Продовження бiсектриси
AD цього трикутника за точку D, перетинає коло k у точцi L. Нехай M
середина сторони BC . Описане коло k1 трикутника ADM перетинає сторони
AB i AC вiдповiдно в точках P i Q (вiдмiнних вiд A). Нехай N середина PQ,
а H основа перпендикуляра, опущеного з точки L на пряму N D. Доведiть,
що пряма M L дотикається описаного кола трикутника HMN .

(США, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Розв’язання.

A

B CDM

N
P

L H

Q

X

k k1

k2

Рис. 5.21.

Зробимо рисунок до задачi
(рис. 5.21).

Оскiльки AD бiсектриса кута
A трикутника ABC , то L середина
дуги BC кола k, що не мiстить точку
A. Нехай X середина дуги BAC ко-
ла k. Тодi точки X , M i L лежать на
однiй прямiй, яка є серединним пер-
пендикуляром вiдрiзка BC i є дiа-
метром кола k. Оскiльки кут XAL
вписаний в коло k i спирається на
його дiаметр X L, то ∠XAL = 90◦.
Так як∠X M D+∠XAD = 90◦+90◦ =
180◦, то точки X , A, D, M лежать на
одному колi, яке описане навколо
трикутника ADM , тобто належать
колу k1, причому X D дiаметр цьо-
го кола. За умовою задачi точки P i Q також лежать на цьому колi. Оскiльки
∠PAD = ∠QAD, то за властивiстю вписаних кутiв точка D середина дуги
PQ кола k1, яка не мiстить точку A. За умовою задачi N середина хорди PQ
кола k1, тому точки X N D лежать на серединному перпендикулярi до вiдрiзка
PQ. Оскiльки H основа перпендикуляра, опущеного на пряму N D iз то-
чки L, то ∠X H L = 90◦, тобто точка H належить колу k. Оскiльки X точка
перетину серединних перпендикулярiв до вiдрiзкiв BC i PQ, то X B = X C i
X P = X C . Крiм того, ∠PXQ = ∠PAQ = ∠BAC = ∠BX C . ТомуÍ PXQ ∼Í BX C .
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Це означає, що iснує спiральна подiбнiсть (поворотна гомотетiя), яка вiд-
ображає трикутник BX C на трикутник PXQ. Оскiльки M i N середини BC i
PQ вiдповiдно, то ∠X MN = ∠X CQ, бо при цiй поворотнiй гомотетiї точки M
i C вiдображаються в точки N i Q вiдповiдно. Але за властивостями вписаних
кутiв, матимемо: ∠X CQ = ∠X CA= ∠X LA. Так як ∠LM D = 90◦ = ∠LHD, то
точки M , D, H, L циклiчнi. Звiдси випливає, що ∠X LA= ∠M LD = ∠MHD.
Таким чином, ∠X MN = ∠MHD = ∠MHN , тобто коло k2, яке описане навко-
ло трикутника HMN , дотикається до прямої M L у точцi M , що i треба було
довести. �

Задача 5.19. Нехай ABC D чотирикутник, який вписаний в коло з цен-
тром O. Вiдомо, що променi AB i DC перетинаються в точцi M , а променi
BC i AD перетинаються в точцi N . Нехай P, Q, S, T рiзнi точки перетину
бiсектрис кутiв:∠MAN i∠MBN ,∠MBN i∠MCN ,∠M DN i∠MAN ,∠MCN i
∠M DN вiдповiдно.

а) Доведiть, що точки P, Q, S, T лежать на одному колi, центр якого
позначено через I .

б) Доведiть, що точки O, E, I , де E точка перетину AC i BD, лежать
на однiй прямiй.

(В’єтнам, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi а) задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 5.22).
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Рис. 5.22.
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Скористаємося теоремою про зовнiшнiй кут трикутника. Дiйсно, маємо:

∠PST = ∠ASD = ∠SDN −∠SAD =
180◦ −∠D

2
−
∠A
2
= 90◦ −

∠A+∠D
2

,

∠PQT = ∠BQC = ∠QCN −∠QBC =
∠C
2
−

180◦ −∠B
2

=
∠B +∠C

2
− 90◦.

Враховуючи, що чотирикутник ABC D вписаний, то суми його проти-
лежних кутiв по 180◦. Таким чином,

∠PQT =
∠B +∠C

2
− 90◦ =

180◦ −∠D+ 180◦ −∠A
2

− 90◦ =

= 180◦ −
∠A+∠D

2
− 90◦ = 90◦ −

∠A+∠D
2

= ∠PST,

тобто ∠PQT = ∠PST . А це означає, що точки P, Q, S i T лежать на одному
колi, що i треба було довести.

Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi б) задачi, i будемо розв’язувати
задачу, виходячи з нього (рис. 5.23).

Скористаємося таким вiдомим твердженням: бiсектриса внутрiшнього
кута трикутника i бiсектриси двох iнших зовнiшнiх кутiв цього трикутни-
ка перетинаються в однiй точцi. Розглянемо трикутник MBC . Оскiльки
Q точка перетину бiсектрис кутiв MBC i MCN , то MQ бiсектриса зовнi-
шнього кута при вершинi M цього трикутника. Розглянемо трикутник MAD.
Оскiльки S точка перетину бiсектрис кутiв MAD i M DN , то MS бiсектриса
зовнiшнього кута при вершинi M цього трикутника. Так як у трикутникiв
MBC i MAD зовнiшнi кути при вершинi M спiвпадають, то їх бiсектриси
спiвпадають, тобто точки M , Q i S колiнеарнi. Аналогiчно доводиться, що
точки T , P i N також колiнеарнi.

Оскiльки E точка перетину дiагоналей AC i BD вписаного чотирику-
тника ABC D, то пряма MN поляра точки E. Тому OE⊥MN . Далi, за вла-
стивiстю кутiв вписаного чотирикутника i за властивiстю зовнiшнього кута
трикутника, матимемо:

∠MBQ =
180◦ −∠B

2
=
∠D
2

i

∠ASQ = ∠ASM = ∠SMC −∠MAS =
180◦ −∠AM D

2
−
∠A
2
=

=
180◦ − (180◦ −∠A−∠D)

2
−
∠A
2
=
∠D
2

.

Отже, ∠MBQ = ∠ASQ, тобто A, B, Q i S циклiчнi, тобто лежать на одному
колi. За теоремою про сiчнi маємо: MA ·MB = MS ·MQ, тобто степiнь точки
M вiдносно кола (O) i кола (I) однакова, а це означає, що точка M лежить на
радикальнiй осi цих кiл. Аналогiчно, з того, що точки B, C , P, T , випливає,
що точка N також лежить на радикальнiй осi кiл (O) та (I). За властивiстю
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Рис. 5.23.

радикальної осi, одержуємо: OI⊥MN . Так як OE⊥MN i OI⊥MN , то точки O,
E, I колiнеарнi, що i треба було довести. �

Задача 5.20. Чотирикутник ABC D вписаний в коло з центром O. Кола,
описанi навколо трикутникiв AOB i COD, вдруге перетинаються у точцi P,
яка лежить всерединi трикутника AOD. На продовженнi вiдрiзка OP за то-
чку P вiдмiтили точку Q, а на продовженнi вiдрiзка OP за точку O вiдмiтили
точку R так, що∠QAP = ∠OBR. Доведiть, що∠PDQ = ∠RCO.

(Iндiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 5.24).

Розглянемо iнверсiю заданої конфiгурацiї вiдносно кола k. При цiй iнвер-
сiї точки A, B, C i D вiдображаються в себе (бо вони лежать на колi iнверсiї).
Нехай при цiй iнверсiї точки P, Q i R вiдображаються вiдповiдно у на точки
P ′, Q′ i R′. Оскiльки точки P, Q i R лежать на прямiй, що проходить через
точку O центр iнверсiї, то точки P ′, Q′ i R′ також лежатимуть на цiй прямiй,
причому, оскiльки точка P лежить ближче до точки O, нiж точка Q, то точка
Q′ лежатиме ближче до точки O, нiж точка P ′. Якщо точка R лежить всере-
динi кола k, то точка R′ буде лежати зовнi кола k, i навпаки. Далi, оскiльки
кожне з кiл (AOB) i (COD) проходить через центр iнверсiї, то їх образами
будуть прямi AB i C D, якi перетнуться у точцi P ′, бо другою точкою перетину
вказаних кiл є точка P.
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Рис. 5.24. Рис. 5.25.

Одержимо новий рисунок (рис. 5.25).
Оскiльки iнверсiя зберiгає кути, то ∠QAP = ∠P ′AQ′, ∠PDQ = ∠Q′DP ′,

∠OBR = ∠OR′B′ i ∠RCO = ∠C ′R′O. Так як ∠QAP = ∠OBR, то ∠P ′AQ′ =
∠OR′B′. Ця рiвнiсть кутiв забезпечує циклiчнiсть точок A, B, R′ i Q′. Тому,
використовуючи поняття степеня точки, матимемо: P ′Q′ · P ′R′ = P ′A · P ′B =
P ′C · P ′D. Звiдси одержуємо, що P ′Q′ · P ′R′ = P ′C · P ′D. Ця рiвнiсть забезпечує
циклiчнiсть точок R′, C , D i Q′. Звiдси випливає, що ∠CR′O = ∠Q′DP ′, тобто
∠RCO = ∠PDQ, що i треба було довести. �

Задача 5.21. Кола k1 i k2 дотикаються зовнiшнiм чином у точцi T . Точки
A i E лежать на колi k1. Iз цих точок до кола k2 провели дотичнi AB i ED (B i
D точки дотику з k2) вiдповiдно, а прямi AE i BD перетинаються у точцi
P. Доведiть, що

а)
AB
AT
=

ED
ET

;

б)∠AT P +∠ET P = 180◦.
(Китай, Математична олiмпiада для дiвчат, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi а) задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 5.26, а).

а) Нехай O1 i O2 центри кiл k1 i k2 вiдповiдно, а r1 i r2 їхнi радiуси. Так
як T точка дотику кiл k1 i k2, то точки O1, T i O2 колiнеарнi. Нехай E1
друга точка перетину прямої ET з колом k2. Тодi трикутники EO1T i E1O2T
рiвнобедренi i подiбнi (рис. 5.26, б).
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Рис. 5.26.

З подiбностi цих трикутникiв випливає, що
T E
T E1

=
O1T
TO2

=
r1

r2
.

Далi (див. рис. 5.26, а), за теоремою про дотичну i сiчну, одержуємо: ED2 =
ET · EE1. Звiдси одержуємо: ED2 = ET (ET + T E1) = ET 2 + ET · T E1, тоб-
то ED2 = ET 2 + ET · T E1. Подiливши обидвi частини цiєї рiвностi на ET 2,
одержимо:

ED2

ET 2
= 1+

T E1

T E
= 1+

r2

r1
.

Звiдси

ED
ET
=
√

√

1+
r2

r1
.

Це спiввiдношення ми отримали, провiвши мiркування вiдносно точки E
кола k1. Аналогiчнi мiркування вiдносно точки A кола k1, дають спiввiдноше-
ння:

AB
AT
=
√

√

1+
r2

r1
.

Iз цих двох спiввiдношень, одержуємо, що i треба було довести.
б) Нехай C точка перетину прямих AB i DE. Застосуємо теорему Мене-

лая до трикутника AC E i прямої PBD (див. рис. 5.27).

AB
BC
·

C D
DE
·

EP
PA
= 1.
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Рис. 5.27.

Оскiльки CB = C D (як дотичнi до кола k2), то iз спiввiдношення з теореми

Менелая, одержуємо, що
EP
PA
=

DE
AB

. Але iз результату пункту а) одержує-

мо:
DE
AB
=

T E
TA

. Iз цих двох пропорцiй знаходимо, що:
EP
PA
=

T E
TA

. Це спiв-

вiдношення означає, що T P бiсектриса зовнiшнього кута трикутника AT E
при вершинi T , тобто ∠AT P = ∠PT E1. Оскiльки ∠PT E1 = 180◦ −∠PT E, то
∠AT P = 180◦ −∠PT E, тобто ∠AT P +∠ET P = 180◦, що i треба було довести.
�

Задача 5.22. Нехай I центр вписаного кола гострокутного трикутни-
ка ABC , яке дотикається до сторiн AB i AC вiдповiдно в точках D i E. Нехай
O центр описаного кола k трикутника BIC . Доведiть, що∠ODB = ∠OEC .

(Китай, Математична олiмпiада для дiвчат, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.28).
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Рис. 5.28.

Розглянемо коло k1, описане навколо три-
кутника ABC . Нехай W друга точка перети-
ну прямої AI з колом k1. Тодi за теоремою про
«тризуб»: W B = W I = W C . Тому точка W
центр описаного кола трикутника BIC , тоб-
то точка W спiвпадає з точкою O. Тому точка
O лежить на колi k1, причому точки A, I , O
колiнеарнi. Таким чином,Í ADO =Í AEO (за
двома сторонами i кутом мiж ними: AD = AE,
∠DAO = ∠EAO, AO спiльна). З рiвностi цих
трикутникiв випливає рiвнiсть вiдповiдних
зовнiшнiх кутiв: ∠ODB = ∠OEC , що i треба
було довести. �
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Задача 5.23. Нехай t пряма, яка проходить через вершину A рiвносто-
роннього трикутника ABC , паралельно до сторони BC . На сторонi AC до-
вiльно вiдмiтили точку D. Бiсектриса кута ABD перетинає пряму t у точцi
E. Доведiть, що BD = C D+ AE.

(Молдова, вiдбiр на Балканську математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.29).
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Рис. 5.29.

Вiдкладемо на продовженнi сторони AC , за
точку C , вiдрiзок C E′ = AE. Оскiльки ∠BAE =
120◦ = ∠BC E′, тоÍ BAE =Í BC E′ (за двома сто-
ронами i кутом мiж ними). З рiвностi цих три-
кутникiв випливає рiвнiсть вiдповiдних кутiв:
∠ABE = ∠CBE′. Тодi

∠BE′D = ∠BE′C = ∠BEA= ∠CBE = ∠E′BD,

тобто ∠BE′D = ∠E′BD. А це означає, що трику-
тник BDE′ рiвнобедрений. Таким чином,

BD = DE′ = DC + C E′ = DC + AE,

що i треба було довести. �

Задача 5.24. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , яке
дотикається до сторiн AB, BC , CA вiдповiдно в точках D, E, F . Прямi AI ,
BI , DI перетинають пряму EF у точках M , N , K вiдповiдно. Доведiть, що
DM · KE = DN · KF .

(Китай, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 5.30).
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M

N
K

I

Рис. 5.30.

Спочатку доведемо, що ∠AMB = 90◦.
Нехай∠A= α,∠B = β ,∠C = γ кути три-
кутника ABC . Оскiльки Í AF M =Í ADM
(за двома сторонами i кутом мiж ними),
то ∠I M D = ∠I M F i DM = F M . Але за тео-
ремою про зовнiшнiй кут трикутника, ма-
ємо:

∠I M F = ∠AM F = ∠C F E −∠FAM =

=
180◦ − γ

2
−
α

2
=
γ

2
= ∠IBD.

Тому ∠I M D = ∠IBD, тобто точки I , M , B i
D циклiчнi. Звiдси, за властивiстю впи-
саних кутiв, одержуємо:

∠I MB = 180◦ −∠I DB = 180◦ − 90◦ = 90◦.
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Аналогiчно доводиться, що ∠BNA= 90◦ i N E = N D. Таким чином, оскiльки
∠BEI = 90◦ i ∠AF I = 90◦, то п’ятикутники BDI M E i ADI FN циклiчнi, тоб-
то вписанi в кола k1 i k2. Оскiльки DI радикальна вiсь кiл k1 i k2, причому
точка K лежить на цiй осi, то точка K має однаковий степiнь вiдносно цих
кiл, тобто KM · KE = KF · KN . Оскiльки DM = F M i DN = N E, то

DM · KE = F M · KE = (FK + KM)KE = FK · KE + KM · KE =
= FK · KE + KF · KN = (KE + KN)KF = N E · KF = DN · KF,

тобто DM · KE = DN · KF , що i треба було довести. �

Задача 5.25. Вписане коло трикутника ABC , в якому AB 6= AC , дотикає-
ться до сторiн BC , CA i AB вiдповiдно в точках D, E i F . Пряма, яка проходить
через точку D i перпендикулярна до EF , перетинає пряму AB у точцi X . Другу
точку перетину описаних кiл трикутникiв ABC i AEF позначимо через T .
Доведiть, що∠X T F = 90◦.

(Iран, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 5.31).
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Рис. 5.31.

Не порушуючи загальностi будемо вважати, що AB > AC . Нехай O
центр описаного кола трикутника ABC , L точка перетину DX i EF , H
точка перетину AI i EF , K i G другi точки перетину прямих AI i AO з колом
(ABC), J друга точка перетину прямої KO з колом (ABC). Оскiльки радiус,
що проведений у точку дотику, перпендикулярний до дотичної, то I D⊥BC ,
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I E⊥CA i I F⊥AB. Так як ∠AEI = 90◦ i ∠AF I = 90◦, то точки A, E, I , F лежать
на одному колi з дiаметром AI . Це коло є описаним колом трикутника AEF .
Звiдси випливає, що коло (AEF) проходить через точки T та I . При цьому,
AI⊥EF (бо AE = AE як дотичнi) i X D ‖ AI (бо X D⊥EF за умовою i AI⊥EF за
доведеним вище). Крiм того, оскiльки I центр вписаного кола трикутника
ABC , то AI бiсектриса кута BAC , тобто K середина дуги BC описаного
кола трикутника ABC , а J середина дуги CAB цього кола. Тому JK⊥BC i
JK ‖ I D.

Якщо ми доведемо, що точки T , L, I колiнеарнi, то тодi матимемо:

∠F T L = ∠F T I = ∠FAI = ∠FX L,

тобто ∠F T L = ∠FX L. А це означатиме, що точки X , T , L i F циклiчнi.
Звiдки i буде слiдувати, що ∠X T F = ∠X LF = 90◦.

Доведемо подiбнiсть трикутникiв EHI i JCK. Дiйсно, ∠EHI = 90◦ =
∠JCK, а також ∠I EH = ∠I EF = ∠IAF = ∠IAE = ∠KAC = ∠KJC . Отже,
Í EHI ∼Í JCK (за двома кутами: ∠EHI = ∠JCK i ∠I EH = ∠KJC). З подi-
бностi цих трикутникiв, одержуємо:

HI
IK
=

HI
CK
=

I E
KJ
=

I E
AG

(1)

Далi опустимо перпендикуляр DY на пряму AK. Тодi H LDY прямоку-
тник, оскiльки X D ‖ AK i LH ‖ DY . Маємо:

∠IY D = 90◦ = ∠AKG,

∠DIY = ∠DIK = ∠JKA= ∠OKA= ∠OAK = ∠GAK ,

тобто ∠DIY = ∠GAK . ТомуÍ I DY ∼Í AGK (за двома кутами). З подiбностi
цих трикутникiв випливає, що

LH
KG
=

DY
KG
=

I D
GA
=

I E
AG

. (2)

З (1) i (2) випливає, що
HI
IK
=

LH
KG

, тобто

H L
HI
=

KG
KI

⇔

tg∠LIH = tg∠GIK ⇔
∠LIH = ∠GIK ,

бо цi кути гострi. З рiвностi цих кутiв випливає, що точки L, I , G колiнеар-
нi.

З iншого боку, ∠AT G = 90◦, бо вiн вписаний в коло (ABC) i спирається
на його дiаметр AG. ∠AT I = 90◦, бо вiн вписаний в коло (AEF) i спирається
нi її дiаметр AI . Отже, ∠AT G = ∠AT I , тобто точки T , I , G колiнеарнi. З
колiнеарностi точок L, I , G та T , I , G випливає колiнеарнiсть точок T , L, I ,
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що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 5.26. Нехай P точка всерединi гострокутного трикутника
ABC , k описане коло цього трикутника. Прямi BP i C P перетинають вдру-
ге коло k у точках B1 i C1 вiдповiдно. Позначимо через E i F основи перпенди-
кулярiв, опущених iз точки P на сторони AC i AB вiдповiдно. Доведiть, що
EF

B1C1
¾

r
R

, де r i R радiуси вписаного i описаного кiл трикутника ABC .

(Китай, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.32).

A

B C
D

F E

A1

B1

C1

P

k

A

B C
D

F E
E′

F ′

D′

O′

ρ

ρ
ρ

k

Рис. 5.32. Рис. 5.33.

Нехай пряма AP перетинає вдруге коло k у точцi A1, а D основа пер-
пендикуляра, опущеного iз точки P на сторону BC . Доведемо, щоÍ DEF ∼Í
A1B1C1. Оскiльки ∠BF P + ∠BDP = 90◦ + 90◦ = 180◦, то навколо чотири-
кутника BDPF можна описати коло. Тодi за властивiстю вписаних кутiв,
одержуємо:∠DF P = ∠DBP = ∠CBB1 = ∠CC1B1, тобто ∠DF P = ∠B1C1C .
Аналогiчно доводиться, що ∠EF P = ∠A1C1C . Додавши цi рiвностi, одержу-
ємо: ∠DF E = ∠A1C1B1. Аналогiчно доводиться, що ∠DEF = ∠A1B1C1. Тому
Í DEF ∼Í A1B1C1 (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв випли-
ває, пропорцiйнiсть вiдповiдних елементiв:

EF
B1C1

=
ρ

R
,

де ρ радiус описаного кола трикутника DEF . Залишилося довести, що
ρ ¾ r. Нехай O′ центр описаного кола трикутника DEF , а D′, E′, F ′ його
проекцiї на сторони BC , CA, AB вiдповiдно (рис. 5.33).

Тодi, оскiльки перпендикуляр не перевищує похилу, що проведенi iз однi-
єї точки, то O′D′ ¶ O′D = ρ, O′E′ ¶ O′E = ρ i O′F ′ ¶ O′F = ρ. Далi мiркувати
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можна так:

pr = SABC = SAO′B + SBO′C + SCO′A =

=
1
2
· AB ·O′F ′ +

1
2
· BC ·O′D′ +

1
2
· CA ·O′E′ ¶

¶
1
2
· c ·ρ +

1
2
· a ·ρ +

1
2
· b ·ρ = pρ.

Звiдки слiдує, що ρ ¾ r, що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 5.27. Задано два трикутники PAB i PC D, для яких PA = PB,
PC = PD, а точки P, A, C i B, P, D лежать на прямих у вказаному поряд-
ку вiдповiдно. Нехай k1 i k2 довiльнi кола, що проходять через кiнцi вiдрiзкiв
AC i BD вiдповiдно, а X i Y точки перетину цих кiл. Нехай k описане коло
трикутника PX Y . Доведiть, що центр кола k є серединою вiдрiзка, що з’єднує
центри кiл k1 i k2.

(Японiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.34).
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Рис. 5.34.

Нехай O1 i O2 центри кiл k1 i k2, r1 i r2 їх радiуси вiдповiдно, а O
центр кола k. Нам треба довести, що O середина O1O2.

Нехай M середина O1O2, доведемо, що M центр кола k, тобто PM =
X M = Y M . Для цього, будемо використовувати вiдоме спiввiдношення:

m2
a =

1
4

�

2b2 + 2c2 − a2
�

,

де a, b, c сторони трикутника, а ma його медiана, що проведена до
сторони a.
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Розглянемо точку P. Її степiнь вiдносно кола k1 дорiвнює PA · PC = PO2
1 −

− r2
1 , а її степiнь вiдносно кола k2 дорiвнює −PB · PD = PO2

2 − r2
2 . Оскiльки

PA= PB i PC = PD, то PA · PC = PB · PD, тобто PO2
1 − r2

1 = r2
2 − PO2

2 . Звiдки
PO2

1 + PO2
2 = r2

1 + r2
2 . Тому, використовуючи вказане спiввiдношення для

трикутника O1PO2, знаходимо:

PM2 =
1
4

�

2PO2
1 + 2PO2

2 −O1O2
2
�

=
1
2

�

r2
1 + r2

2

�

−
1
4

O1O2
2. (1)

З трикутника O1XO2, за вказаним спiввiдношенням, знаходимо:

X M2 =
1
4

�

2XO2
1 + 2XO2

2 −O1O2
2
�

=
1
2

�

r2
1 + r2

2

�

−
1
4

O1O2
2. (2)

З трикутника O1Y O2, за вказаним спiввiдношенням, знаходимо:

Y M2 =
1
4

�

2Y O2
1 + 2Y O2

2 −O1O2
2
�

=
1
2

�

r2
1 + r2

2

�

−
1
4

O1O2
2. (3)

З рiвностей (1), (2), (3) одержуємо: PM = X M = Y M , тобто точка M
спiвпадає з O, що i треба було довести. �

Задача 5.28. Нехай ABC заданий трикутник, D, E, F середини його
сторiн BC , CA, AB вiдповiдно. Описане коло k1 трикутника BC F перетинає
пряму BE у точках B i P, а описане коло k2 трикутника ABE перетинає пряму
AD у точках A i Q. Нехай прямi DP i FQ перетинаються в точцi R. Доведiть,
що точка G перетину медiан трикутника ABC лежить на описаному колi
трикутника PQR.

(Румунiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.35).
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Рис. 5.35.
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Позначимо через G точку перетину медiан AD, BE i C F трикутника
ABC . Нехай k3 описане коло трикутника BEC . Позначимо через S точку
перетину цього кола з променем GF . Доведемо, що ∠DPG = ∠DSG.

Нехай X i Y точки, якi лежать на променях BE i C F так, що BP = PX i
CS = SY . Тодi за властивiстю середньої лiнiї трикутника одержуємо: DP ‖ CX
i DS ‖ BY . Далi, за властивiстю хорд, якi перетинаються, одержуємо:

BG · GX = BG (GP + PX ) = BG · GP + BG · PX =
= BG · GP + BG · BP = BG · GP + BG (BG + GP) =

= 2 · BG · GP + BG2 = 2 · CG · GF + BG2 = CG2 + BG2.

(Тут ми врахували властивiсть центроїда G трикутника ABC: CG = 2GF).
Аналогiчно доводиться, що CG · GY = CG2 + BG2. Тому одержуємо спiввiдно-
шення: BG ·GX = CG ·GY , яке означає, що чотирикутник BCX Y вписаний
в деяке коло. Звiдси випливає, що ∠CX B = ∠BY C . З того, що DP i DS
середнi лiнiї трикутникiв CX B i BY C , одержуємо ∠DPG = ∠DSG.

Далi, за властивiстю хорд, якi перетинаються, одержуємо:

AG · GQ = BG · GE = CG · GS,

тобто AG · GQ = CG · GS. Це означає, що чотирикутник ACQS вписаний
у деяке коло. Звiдки випливає, що ∠CAQ = ∠CSQ. Оскiльки DF середня
лiнiя трикутника ABC , то DF ‖ AC , тобто ∠CAQ = ∠CAD = ∠ADF . Отже, з
останнiх двох рiвностей випливає, що ∠GDF = ∠GSQ, тобто ∠F DQ = ∠FSQ.
Ця рiвнiсть кутiв означає, що чотирикутник FSDQ вписаний в деяке коло.
Звiдси одержуємо, що ∠FQD = ∠DSG = ∠DPQ, тобто

∠RQG = ∠FQG = ∠DPG = ∠RPG.

Таким чином,∠RQG = ∠RPG. Ця рiвнiсть кутiв означає, що описане коло
трикутника PQR проходить через точку G, що i завершує доведення. �

Задача 5.29. Дано гострокутний трикутник ABC , в якому AB 6= AC i
H основа висоти, опущеної з вершини A на сторону BC . На продовженнях
сторiн AB i AC вiдмiтили точки P i Q вiдповiдно так, що HP = HQ i точки
P, B, C , Q циклiчнi. Доведiть, що H центр описаного кола трикутника
PAQ.

(Албанiя, вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 5.36).

Нехай X точка на прямiй AH, для якої X P⊥AB. Тодi чотирикутник
PBHX вписаний в деяке коло. За теоремою про сiчнi, маємо: AB · AP =
AH · AX . Але, за умовою задачi, чотирикутник PBCQ також вписаний в
деяке коло, тому, за теоремою про сiчнi, маємо: AB · AP = AC · AQ. З цих двох
одержаних рiвностей, слiдує, що AH · AX = AC · AQ. З цiєї рiвностi слiдує, що
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навколо чотирикутника QCHX можна описати коло, а це означає, що

∠XQC = 180◦ −∠X HC = 180◦ − 90◦ = 90◦,

тобто XQ⊥AC .

A

B C

P

Q

X

H

Рис. 5.36.

Тодi навколо чотирикутника APXQ можна
описати коло, оскiльки ∠APX +∠AQX = 90◦ +
+ 90◦ = 180◦, причому центр O цього кола є
серединою вiдрiзка AX . Оскiльки медiана пря-
мокутного трикутника, що проведена до гiпо-
тенузи, дорiвнює половинi цiєї гiпотенузи, то
PO = 1

2AX = QO, тобто точка O рiвновiд-
далена вiд точок P i Q, а тому належить сере-
динному перпендикуляру вiдрiзка PQ. Отже,
точка O точка перетину прямої AX i середин-
ного перпендикуляра до вiдрiзка PQ. За умо-
вою задачi HP = HQ, тобто точка H належить
серединному перпендикуляру до вiдрiзка PQ i
належить вiдрiзку AX . Тому точка O спiвпадає
iз точкою H, а це означає, що H центр опи-
саного кола трикутника PAQ, що i треба було
довести. �

Задача 5.30. Колаω1 iω2 рiзних радiусiв перетинаються у двох точках A i
B. Колоω3 дотикається зовнiшнiм чином до колаω1 у точцi A1 i дотикається
внутрiшнiм чином до колаω2 у точцi B1. Колоω4 дотикається зовнiшнiм
чином до колаω1 у точцi A2 i дотикається внутрiшнiм чином до колаω2 у
точцi B2. Крiм того, вiдомо, що колаω3 iω4 перетинаються у двох точках C
i D. Доведiть, що прямi A1B1, A2B2 i C D перетинаються в однiй точцi.

(Польща, вiдбiр до математичної олiмпiади мiж Словаччиною, Польщею i Чехiєю, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.37).
Нехай r1, r2, r3 i r4 радiуси кiлω1,ω2,ω3 iω4 вiдповiдно, r1 6= r2. По-

значимо через E центр гомотетiї з коефiцiєнтом k = −
r2

r1
, яка вiдображає

коло ω1 на коло ω2. А тепер, розглянемо гомотетiю з центром у точцi A1

i коефiцiєнтом k1 = −
r3

r1
, i гомотетiю з центром у точцi B1 i коефiцiєнтом

k2 =
r2

r3
. Перша з цих гомотетiй вiдображає коло ω1 на коло ω3, а друга

колоω3 на колоω2. Це означає, що їх композицiя вiдображаєω1 наω2, тобто
Hk

E =H
k2
B1
◦Hk1

A1
. За теоремою про композицiю двох гомотетiй: композицiя двох

гомотетiй з коефiцiєнтами k1 i k2, де k1k2 6= 1, є гомотетiєю з коефiцiєнтом
k1k2, причому її центр лежить на прямiй, що проходить через центри цих
гомотетiй, одержуємо, що пряма A1B1 проходить через точку E. Аналогiчно
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Рис. 5.37.

доводиться, що пряма A2B2 також проходить через точку E. Нехай пряма
A1B1 перетинає вдруге колоω1 у точцi F , а пряма A2B2 у точцi G. Тодi за
теоремою про хорди, що перетинаються, одержуємо:

EA1 · EF = EA2 · EG. (1)

При гомотетiїHk
E точка F вiдображається в точку B1, а точка G у точку

B2, тобто
EB1

EF
=

r2

r1
i

EB2

EG
=

r2

r1
.

Звiдси випливає, що
EB1

EF
=

EB2

EG
(2)

Перемножуючи (1) i (2), знаходимо:

EA1 · EB1 = EA2 · EB2.

Ця рiвнiсть означає, що степiнь точки E вiдносно колаω3 дорiвнює степенi
точки E вiдносно ω4, тобто точка E належить радикальнiй осi кiл ω3 i ω4,
тобто точка E належить прямiй C D, що i треба було довести. �

Задача 5.31. Трикутник ABC , з тупим кутом при вершинi B, вписаний в
колоω з центром у точцi O. Нехай D точка перетину прямої AB з прямою,
яка проходить через точку C i перпендикулярна до прямої AC . Позначимо
через l пряму, яка проходить через точку D i перпендикулярна до прямої
AO. Нехай пряма l перетинає пряму AC у точцi E, а коло ω у точцi F , яка
лежить мiж точками D i E. Доведiть, що описанi кола трикутникiв BEF i
C DF дотикаються одне одного у точцi F .

(Мiжнародна математична олiмпiада Балканських країн, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 5.38).
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Рис. 5.38.

Позначимо черезω1 описане коло трикутника BEF , а черезω2 опи-
сане коло трикутника C DF . Нехай пряма AO перетинає вдруге колоω у точцi
S, а пряму l у точцi K . Так як AS дiаметр колаω, то ∠ABS = 90◦ = ∠ACS.
Це означає, що точки D, C i S колiнеарнi. Оскiльки DK⊥AS, то точка E
точка перетину висот трикутника ADS. Це означає, що

∠SFC = ∠SAC = ∠KDS = ∠F DC ,
тобто ∠SFC = ∠F DC . Ця рiвнiсть кутiв означає, що SF дотична до кола
ω2.

Оскiльки AS дiаметр колаω, то ∠AFS = 90◦. Так як FK⊥AS, то аналогi-
чно одержуємо, що:

∠SF E = ∠SFK = ∠SAF = ∠SBF = ∠EBF,
тобто ∠SF E = ∠EBF . Ця рiвнiсть кутiв означає, що SF дотична до кола
ω1.

Таким чином, SF спiльна дотична до кiлω1 iω2. А це означає, що кола
ω1 iω2 дотикаються у точцi F , що i треба було довести. �

Задача 5.32. У колiω з центром O провели хорду AB, яка не є дiаметром
цього кола. На вiдрiзку OB вiдмiтили довiльно точку T . Пряма, яка прохо-
дить через точку T i перпендикулярна до вiдрiзка OB, перетинає хорду AB у
точцi C , а колоω у двох точках D i E. Позначимо через S основу перпенди-
куляра, опущеного iз T на пряму AB. Доведiть, що AS · BC = T E · T D.

(Мiжнародна математична олiмпiада африканських країн, 2012 р.)
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Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.39).

A BC

D

E
F

O
T

S

ω

Рис. 5.39.

Нехай OB перетинає вдруге коло
ω в точцi F . Тодi∠FAB = 90◦, як вписа-
ний кут, що спирається на дiаметр BF
колаω. За умовою задачi ∠TSB = 90◦.
Тому Í TSB ∼Í FAB (за двома кута-
ми:∠B спiльний i∠TSB = ∠FAB). З
подiбностi цих трикутникiв випливає
пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн:

BF
BT
=

BA
BS

. (1)

Оскiльки FA⊥AB i TS⊥AB, то AF ‖ ST .
Тодi за узагальненою теоремою Фале-
са, одержуємо, що

T F
T B
=

SA
SB

. (2)

Далi, чотирикутник AC T F вписаний в деяке коло, бо
∠FAC +∠F T C = 90◦ + 90◦ = 180◦.

Звiдси, за теоремою про сiчнi, матимемо:
BC · BA= BT · BF. (3)

Тепер, iз спiввiдношень (1) i (2) знаходимо, що

AS =
BS · T F

T B
, BC =

T B · BF
BA

.

Отже,

AS · BC =
BS · T F

T B
·

T B · BF
BA

=
BS
BA
· T F · BF.

Використовуючи (3), одержимо:

AS · BC =
T B
BF
· T F · BF = T B · BF.

I на завершення, за теоремою про хорди, якi перетинаються, маємо:
T B · T F = T E · T D,

тобто остаточно знаходимо, що AS ·BC = T E · T D, що i треба було довести. �

Задача 5.33. Нехай пряма, що проходить через вершину A трикутника
ABC i паралельна до його сторони BC , перетинає бiсектриси зовнiшнiх кутiв
при вершинах B i C у точках P i Q вiдповiдно. Нехай R точка перетину
прямої, що проходить через точку P i перпендикулярна до BP, з прямою, яка
проходить через точку Q i перпендикулярна до прямої CQ. Нехай I центр
вписаного кола трикутника ABC . Доведiть, що AI = AR.

(Мiжнародна математична олiмпiада латиноамериканських країн, 2012 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 5.40).
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Нехай M i N точки, що
лежать на продовженнях вiд-
рiзка BC за точку B i точку
C вiдповiдно. Оскiльки BP
бiсектриса кута ABM i AP ‖
BC , то ∠APB = ∠PBM , тобто
∠APB = ∠ABP. Звiдси випли-
ває, що трикутник PAB рiв-
нобедрений i AP = AB. Ана-
логiчно доводиться, що трику-
тник QAC рiвнобедрений i
AQ = AC . Так як I точка пе-
ретину бiсектрис трикутника
ABC , то BI⊥BP i C I⊥CQ. Але
за умовою задачi RP⊥PB i RQ⊥QC . Отже, PR ‖ BI i QR ‖ C I . Оскiльки
PQ ‖ BC , то трикутники BAC i PRQ гомотетичнi. Центром цiєї гомотетiї
буде точка O точка перетину прямих PB i QC (вона на рисунку не зобра-
жена). Пряма RA також проходить через точку O центр нашої гомотетiї.
Нехай ця гомотетiя вiдображає трикутник BAC на трикутник PRQ.

Нехай AI перетинає BC у точцi D, тодi AD бiсектриса трикутника ABC .
За теоремою про бiсектрису трикутника знаходимо:

BD
DC
=

AB
AC
=

PA
AQ

,

тобто точки D i A дiлять вiдрiзки BC i PQ в однаковому вiдношеннi. Це озна-
чає, що наша гомотетiя вiдображає точку D на точку A, бо при гомотетiї
зберiгається вiдношення подiлу вiдрiзкiв. Тому пряма DA також проходить
через точку O. Тому точки O, D, I , A i R колiнеарнi, трикутники BI D i PRA
подiбнi, бо при нашiй гомотетiї трикутник BI D вiдображається на трикутник
PRA. Таким чином, з того, що BI бiсектриса трикутника ABD, випливає,
що

AI
I D
=

AB
BD
=

PA
BD

,

а з подiбностi трикутникiв BI D i PRA випливає, що
PA
BD
=

RA
I D

.

Тому
AI
I D
=

RA
I D

, тобто AI = AR, що i треба було довести. �
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Задача 6.1. Нехай кола k1 i k2 перетинаються в двох точках A i B. Пряма
t спiльна дотична цих кiл, M i N точки її дотику з k1 i k2 вiдповiдно.
Нехай прямi MA i MN перпендикулярнi i MN = 2MA. Знайдiть величину кута
BMN .

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балканського регiону, 2013 р.)

Задача 6.2. Два кола k1 i k2 перетинаються в точках A i B. Нехай точки
C i D розташованi на колах k1 i k2 вiдповiдно так, що A середина вiдрiзка
C D. Продовження вiдрiзка CB перетинає коло k2 у точцi F , а продовження
вiдрiзка DB перетинає коло k1 у точцi E. Нехай l1 i l2 серединнi перпендику-
ляри вiдрiзкiв C D i EF вiдповiдно, а P точка їх перетину. Доведiть, що iз
вiдрiзкiв CA, AP i PE можна скласти прямокутний трикутник.

(Китай, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.3. Нехай ABC гострокутний трикутник, k його описане
коло. На дузi BC цього кола, яка не мiстить точку A, довiльно зафiксували
точку D. Рухома пряма l, що проходить через точку H ортоцентр трику-
тника ABC , перетинає вдруге описанi кола навколо трикутникiв ABH i ACH
вiдповiдно в точках M i N .

а) Зайти усi такi положення прямої l, для яких площа трикутника AMN
досягає найбiльшого можливого значення.

б) Нехай pM i pN прямi, що проходять через точки M i N перпендику-
лярно до DB i DC вiдповiдно, а P їх точка перетину. Доведiть, що точка P
рухається по фiксованому колу.

(В’єтнам, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.4. Нехай I центр вписаного кола нерiвнобедреного трикутни-
ка ABC , яке дотикається його сторiн BC , CA i AB у точках D, E i F вiдповiдно.
Пряма, що проходить через точку E i перпендикулярна прямiй BI , вдруге
перетинає вписане коло у точцi K, а пряма, яка проходить через точку F i
перпендикулярна прямiй C I , вдруге перетинає вписане коло у точцi L. Нехай
J середина вiдрiзка K L.

а) Доведiть, що точки D, I , J колiнеарнi.



Роздiл 6. Задачi зарубiжних математичних олiмпiад 2013 року 173

б) Зафiксуємо точки B i C , а точка A нехай змiнює своє положення так,

що виконується умова
AB
AC
= k, де k 6= 1 додатне фiксоване число. Нехай

M i N точки, дiаметрально протилежнi точкам E i F вiдповiдно, а P i
Q точки перетину прямої MN з прямими BI i C I вiдповiдно. Доведiть, що
серединний перпендикуляр до вiдрiзка PQ проходить через фiксовану точку.

(В’єтнам, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.5. Нехай ABC гострокутний трикутник, AD, BE, C F його
висоти. Вiдомо, що пряма BE перетинає описане коло трикутника ADC у
двох точках K i L (точка K лежить мiж точками B i L), а пряма C F перети-
нає описане коло трикутника ADB у двох точках P i Q (точка P лежить мiж
точками C i Q). Доведiть, що прямi LP i KQ перетинаються на сторонi BC .

(Бразилiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.6. Нехай ABC гострокутний трикутник, H його орто-
центр. Коло k, яке проходить через вершини B i C , перетинає коло h з дiа-
метром AH у двох рiзних точках X i Y . Нехай AH перетинає BC у точцi D, а
K основа перпендикуляра, опущеного iз точки D на пряму X Y . Доведiть,
що KD бiсектриса кута BKC .

(Японiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.7. В гострокутному трикутнику ABC через H позначили осно-
ву його висоти, опущеної iз вершини A. Нехай J та I центри зовнiвписаних
кiл трикутникiв ABH i ACH вiдповiдно, якi дотикаються сторони AH. Позна-
чимо через D точку дотику вписаного кола трикутника ABC зi стороною
BC . Доведiть, що точки H, D, I , J лежать на одому колi.

(Iран, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Задача 6.8. КолаΩ iω дотикаються в точцi P (колоω лежить всерединi
кола Ω). Хорда AB кола Ω дотикається ω в точцi C . Пряма PC перетинає
вдруге коло Ω в точцi Q. Хорди QR i QS кола Ω дотикаються колаω. Нехай
I , X та Y центри вписаних кiл трикутникiв APB, ARB i ASB вiдповiдно.
Доведiть, що∠PX I +∠PY I = 90◦.

(Румунiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду 2013 р.)

Задача 6.9. Нехай M середина дуги BC , яка не мiстить точки A, описа-
ного кола трикутника ABC , з центром у точцi O. Нехай пряма, яка мiстить
висоту трикутника ABC , що проведена iз вершини A, перетинає вдруге опи-
сане коло в точцi N . На сторонах AB i AC вiдмiтили точки K i L вiдповiдно
так, що OK ‖ MB i OL ‖ MC . Доведiть, що NK = N L.

(Iран,1-й день другого туру Нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.10. Нехай P точка, яка лежить зовнi заданого кола k. PA i
PB дотичнi до кола k, що проведенi iз точки P (A i B точки дотику). На
хордi AB кола k довiльно обирають точку K . Описане коло трикутника PKB
перетинає вдруге коло k у точцi T . Нехай Q точка, симетрична точцi P
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вiдносно точки A. Доведiть, що∠PBT = ∠AKQ.
(Iран, 2-й день другого туру Нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.11. Нехай AM i BN бiсектриси прямокутного трикутника
ABC , в якому ∠C = 90◦. Вони перетинають висоту CH у двох точках P i Q
вiдповiдно. Доведiть, що пряма, яка проходить через середини вiдрiзкiв PM i
NQ, паралельна прямiй AB.

(Боснiя i Герцеговина, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Задача 6.12. Розглянемо рiвнобедрений трикутник, в якому AB = AC i
∠A< 60◦. На сторонi AC вiдмiтили таку точку D, що∠DBC = ∠BAC . Нехай
E точка перетину серединного перпендикуляра вiдрiзка BD з прямою, що
проходить через вершину A i паралельна до прямої BC . Нехай F точка на
прямiй AC , для якої FA= 2AC (точка Aлежить мiж точками F i C). Доведiть,
що

1) прямi BE i AC паралельнi;
2) продовження перпендикулярiв iз F до AB та iз E до AC перетинаються

в точцi, яка лежить на прямiй BD.
(Iталiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.13. В трикутнику ABC точки P, Q, R лежать на сторонах
BC , CA, AB вiдповiдно. Розглянемо три колаωA,ωB,ωC , якi описанi навколо
трикутникiв AQR, PBR, C PQ вiдповiдно. Вiдрiзок AP перетинає вдруге кола

ωA,ωB,ωC в точках X , Y , Z вiдповiдно. Доведiть, що
Y X
X Z
=

BP
PC

.
(США, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.14. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , яке до-
тикається до сторiн BC , CA, AB у точках A1, B1, C1 вiдповiдно. На прямих A1I
i B1I вiдмiтили точки A2 i B2 вiдповiдно так, що A1 i A2 лежать по рiзнi боки
вiд точки I , B1 i B2 лежать по рiзнi боки вiд точки I , причому IA2 = IB2 = R,
де R радiус описаного кола трикутника ABC . Доведiть, що

а) AA2 = BB2 = IO, де O центр описаного кола трикутника ABC;
б) прямi AA2 i BB2 перетинаються на описаному колi трикутника ABC .

(Узбекистан, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.15. Чотирикутник XABY вписаний в коло ω так, що X Y
дiаметр цього кола. Вiдрiзки AY i BX перетинаються в точцi P. Точка Z
основа перпендикуляра, опущеного з точки P на пряму X Y . Нехай C така
точка кола ω, що X C⊥AZ . Нехай Q точки перетину вiдрiзкiв AY i CX .
Доведiть, що

BY
X P
+

CY
XQ
=

AY
AX

.

(США, заключний тур для юнiорiв нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.16. Iз точки P, яка лежить зовнi колаω, провели двi дотичнi
PB, PD i сiчну, яка перетинає колоω у двох точках A i C (C лежить мiж P i A).
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Пряма, що дотикається до колаω у точцi C , перетинає пряму PD у точцi Q,
а пряму AD у точцi R. Пряма AQ перетинає вдруге колоω у точцi E. Доведiть,
що точки B, E i R лежать на однiй прямiй.

(Азiатсько-тихоокеанська математична олiмпiада, 2013 р.)

Задача 6.17. Нехай A, B i C три фiксованi точки прямої l, якi лежать
на нiй у вказаному порядку. Для кожного кола k, яке проходить через точки
B i C , позначимо через D одну iз точок перетину цього кола iз серединним
перпендикуляром до вiдрiзка BC . Нехай E друга точка перетину кола k i
прямої AD. Доведiть, що для кожного кола k вiдношення довжин вiдрiзкiв BE i
C E одне i те ж саме.

(Австрiя, заключний 1-й тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.18. Трикутник ABC вписаний в колоω. Коло k, яке проходить
через точки B i C , перетинає сторони AB i AC в точках S i R вiдповiдно. Вiдрiз-
ки BR i CS перетинаються в точцi L, а променi LR i LS перетинають колоω
в точках D i E вiдповiдно. Нехай K точка перетину бiсектриси кута BDE i
вiдрiзка ER. Доведiть, що∠ELK = 1

2∠BC D.
(США, пiдготовка до Мiжнародної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.19. Нехай O центр колаω, описаного навколо гострокутного
трикутника ABC , в якому AB < AC . На сторонi BC вiдмiтили таку точку
D, що ∠BAD = ∠OAC . Нехай пряма AD перетинає вдруге коло ω у точцi E.
Позначимо через M , N i P середини вiдрiзкiв BE, OD i AC . Доведiть, що
точки M , N i P лежать на однiй прямiй.

(Мiжнародна математична олiмпiада для юнiорiв країн Балканського регiону, 2013 р.)

Задача 6.20. Нехай F точка перетину дiагоналей AC i BD чотирику-
тника ABC D, вписаного в коло ω, а E точка перетину прямих AB i C D.
Позначимо через M i N середини вiдрiзкiв BC i EF вiдповiдно, а через G i H
основи перпендикулярiв, опущених iз точки F на прямi AB i C D вiдповiдно.
Нехай описане коло трикутника MNG перетинає вiдрiзок BF у точцi P, а
описане коло трикутника MNH перетинає вiдрiзок C F у точцi Q. Доведiть,
що PQ ‖ BC .

(Китай, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Задача 6.21. Нехай ABC D трапецiя з основами AB i C D. Позначимо
через P i Q середини дiагоналей AC i BD вiдповiдно. Вiдомо, що∠ABP = ∠CBD.
Доведiть, що∠BCQ = ∠AC D.

(Мiжнародна математична олiмпiада африканських країн, 2013 р.)

Задача 6.22. Нехай AB хорда колаω, вiдмiнна вiд її дiаметра. Нехай
T точка, яка рухається по хордi AB. Два рiзнi колаω1 iω2 дотикаються
до хорди AB у точцi T , а також дотикаються внутрiшнiм чином до колаω
у точках T1 i T2 вiдповiдно. Позначимо через X1 точку перетину прямих AT1
i T T2, а через X2 точку перетину прямих AT2 i T T1. Доведiть, що пряма
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лiнiя X1X2 проходить через фiксовану точку площини трикутника.
(Румунiя, 2013 р.)

Задача 6.23. В трикутнику ABC черезωA позначили зовнiвписане кола,
яке дотикається сторони BC , а продовжень його сторiн AB i AC у точках P
i Q вiдповiдно. Аналогiчно, черезωB зовнiвписане коло, яке дотикається
сторони AC , а продовжень сторiн BA i BC у точках M i N вiдповiдно. Нехай K
i L основи перпендикулярiв, опущених iз точки C на прямi MN i PQ вiдпо-
вiдно. Доведiть, що чотирикутник MK LP вписаний у деяке коло.

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балканського регiону, 2013 р.)

Задача 6.24. Нехай ABC гострокутний трикутник, в який вписано ко-
лоω з центром I . Позначмо через X , Y , Z точки дотику колаω зi сторонами
BC , CA, AB вiдповiдно, а через U , V , W точки перетину колаω з вiдрiзками
AI , BI , C I вiдповiдно. Доведiть, що трикутники X Y Z i UVW будуть рiвними
тодi i тiльки тодi, коли трикутник ABC рiвностороннiй.

(США, пiдготовка до Мiжнародної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.25. Нехай ABC рiзностороннiй трикутник, вписаний в коло
ω. Вписане коло цього трикутника дотикається до його сторiн BC , CA i
AB у точках D, E i F . Описанi кола трикутникiв AEF , BF D i C DE перетина-
ють вдруге колоω у точках X , Y i Z вiдповiдно. Доведiть, що три прямi, якi
проходять через вершини A, B, C i перпендикулярнi до AX , BY , C Z вiдповiдно,
перетинаються в однiй точцi.

(США, пiдготовка до Мiжнародної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Задача 6.26. Нехай ABC трикутник i A1, B1, C1 точки дотику йо-
го зовнiвписаних кiл зi сторонами BC , CA, AB вiдповiдно. Доведiть, що коли
центр описаного кола трикутника A1B1C1 лежить на описаному колi трику-
тника ABC , то трикутник ABC прямокутний.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2013 р.)

Задача 6.27. Нехай H точка перетину висот гострокутного трику-
тника ABC . Нехай W довiльна точка на вiдрiзку BC , що вiдмiнна вiд B i
C . Позначимо через M i N основи висот трикутника ABC , що проведенi з
вершин B i C , вiдповiдно. Нехайω1 описане коло трикутника BW N , а X
така точка наω1, що W X дiаметрω1. Аналогiчно, нехайω2 описане
коло трикутника CW M , а Y така точка на ω2, що W Y дiаметр ω2.
Доведiть, що точки X , Y i H лежать на однiй прямiй.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2013 р.)

Задача 6.28. В трикутнику ABC кут A тупий. Нехай O центр опи-
саного кола, а H ортоцентр цього трикутника. Позначимо через K точку,
симетричну до точки H вiдносно вершини A. Доведiть, що точки K, O i C
будуть колiнеарними тодi i тiльки тодi, коли∠A−∠B = 90◦.

(Iндiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)
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Задача 6.29. Про гострокутний трикутник ABC вiдомо, що AB 6= BC .
Нехай BE i CX його висоти. Коло, що проходить через точку A i дотика-
ється BE в точцi P (P 6= B), перетинає вдруге сторону AB у точцi X . Нехай
Q точка, симетрична точцi P вiдносно точки B, а Y точка перетину
прямих AQ i C P. Доведiть, що точки A, C , X , Y будуть циклiчними.

(Iндiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду 2013 р.)

Задача 6.30. Нехай ABC D опуклий чотирикутник, M середина його
сторони AB. Вiдомо, що коло, яке проходить через точку D i дотикається AB
у точцi A, перетинає вдруге пряму M D у точцi E, коло, яке проходить через
точку C i дотикається AB у точцi B, перетинає вдруге пряму MC у точцi
F , а прямi AF i BE перетинаються у точцi, яка лежить на серединному пер-
пендикулярi до вiдрiзка AB. Доведiть, що точки A, E, C будуть колiнеарними
тодi i тiльки тодi, коли точки B, F , D також будуть колiнеарними.

(Мiжнародна математична олiмпiада країн центральної Америки, 2013 р.)

Задача 6.31. Дано трапецiю ABC D, в якiй AB ‖ C D. Коло k1 дотикається
сторiн CB, BA i AD, а коло k2 дотикається сторiн AD, DC i CB, причому k1
дотикається сторони AB у точцi P, а коло k2 дотикається сторони C D у
точцi Q. Доведiть, що прямi AC , BD i PQ перетинаються в однiй точцi.

(Китай, математична олiмпiада для дiвчат, 2013 р.)

Задача 6.32. Два кола з центрами в точках O1 i O2 дотикаються зовнi у
точцi T . Чотирикутник ABC D вписаний в коло (O1)так, що променi DA i CB
дотикаються до кола (O2) у точках E i F вiдповiдно. Бiсектриса кута ABF
перетинає вiдрiзок EF у точцi N , а пряма F T перетинає дугу AT кола (O1),
яка не мiстить точку B, у точцi M , яка не спiвпадає з точкою A. Доведiть,
що точка M є центром описаного кола трикутника BCN .

(Китай, математична олiмпiада для дiвчат, 2013 р.)

Задача 6.33. Нехай AD i AH вiдповiдно бiсектриса i висота трикутни-
ка ABC , в якому AB < AC . Серединний перпендикуляр до вiдрiзка AD перетинає
пiвкола з дiаметрами AB i AC , якi розташованi зовнi трикутника ABC , вiд-
повiдно у точках X та Y . Доведiть, що чотирикутник X Y DH вписаний.

(Iран, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Задача 6.34. Нехай ABC гострокутний трикутник, вписаний в коло
ω. Бiсектриса кута BAC перетинає колоω у точцi M . На вiдрiзку AM всереди-
нi трикутника ABC довiльно вiдмiтили точку P. Прямi, що проходять через
точку P паралельно прямим AB i AC перетинають сторону BC у точках E
i F вiдповiдно. Прямi M E i M F перетинають вдруге коло ω у точках K i L
вiдповiдно. Доведiть, що прямi AM , BL i CK перетинаються в однiй точцi.

(Iндонезiя, 2013 р.)

Задача 6.35. Нехай ABC гострокутний трикутник, в якому AB > AC
i O центр описаного кола ω. На сторонi BC вiдмiтили точку D таку, що
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∠BAD = ∠CAO. Нехай E друга точка перетину прямої AD з коломω. По-
значимо через M , N i P середини вiдрiзкiв BE, OD i AC вiдповiдно. Доведiть,
що точки M , N i P колiнеарнi.

(Запропонована Македонiєю на Мiжнародну математичну олiмпiаду балканських країн, 2013 р.)

Задача 6.36. Нехай X Y дiаметр колаω, Z середина дуги X Y цього
кола. Зовнi колаω вiдмiтили точку P так, що точки P i Z лежать по рiзнi
боки прямої X Y . Iз точки P до колаω провели дотичнi PA i PB (A i B точки
дотику). Прямi ZA, ZB i Z P перетинають вiдрiзок X Y у точках D, C i Q.
Доведiть, що Q середина вiдрiзка C D.

(Мiжнародна математична олiмпiада країн пiвденної Америки, 2013 р.)

Задача 6.37. Нехай ABC гострокутний трикутник, AD його висо-
та. Нехай l дотична у точцi A до описаного кола трикутника ABC , а t
пряма, яка проходить через точку D i паралельна до сторони AB. Позначимо
через E точку перетину прямих l i t. Доведiть, що∠AEC = 90◦.

(Пiвденно-Африканська Республiка, 2013 р.)
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Розв’язання задач 2013 року

Задача 6.1. Нехай кола k1 i k2 перетинаються в двох точках A i B. Пряма
t спiльна дотична цих кiл, M i N точки її дотику з k1 i k2 вiдповiдно.
Нехай прямi MA i MN перпендикулярнi i MN = 2MA. Знайдiть величину кута
BMN .

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балканського регiону, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.1).

A

B

Q
M

N
t

k1

k2

Рис. 6.1.

Оскiльки AM⊥MN , то AM
дiаметр кола k1. Нехай Q то-
чка перетину прямих AB i MN ,
тодi Q середина MN . Це ви-
пливає з того, що AB ради-
кальна вiсь кiл k1 i k2, а тому сте-
пiнь точки Q вiдносно цих кiл
однаковий, тобто QM =QN (QM
i QN дотичнi до k1 i k2). Тому,
MA = MQ (бо за умовою зада-
чi MN = 2MA), тобто трикутник
AMQ прямокутний i рiвнобедре-
ний. Звiдси слiдує, що ∠MAQ =
45◦, а тому й ∠BMN = ∠AMB =
45◦ (як кут мiж дотичною i хор-
дою, що проведена в точку дотику). Це i завершує розв’язання задачi.

�

Задача 6.2. Два кола k1 i k2 перетинаються в точках A i B. Нехай точки C
i D розташованi на колах k1 i k2 вiдповiдно так, що A середина вiдрiзка C D.
Продовження вiдрiзка CB перетинає коло k2 у точцi F , а продовження вiдрiзка
DB перетинає коло k1 у точцi E. Нехай l1 i l2 серединнi перпендикуляри
вiдрiзкiв C D i EF вiдповiдно, а P точка їх перетину. Доведiть, що iз вiдрiзкiв
CA, AP i PE можна скласти прямокутний трикутник.

(Китай, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.2).
Оскiльки ∠CAE = ∠ADE +∠AED = ∠AFC +∠AC F = ∠FAD i l1⊥C D, то l1

мiстить бiсектрису ∠EAF . Нехай k описане коло трикутника AEF , а X
друга точка перетину l1 i k. Оскiльки AX бiсектриса ∠EAF , то за властиво-
стями вписаних кутiв рiвними будуть дуги EX i X F кола k. Звiдси випливає
рiвнiсть хорд, що їх стягують, тобто X E = X F . А це означає, що X ∈ l2. Оскiль-
ки X ∈ l1, то X = P.
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A

B
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D
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k1
k2

k3

k

Рис. 6.2.

Оскiльки
∠EBF = ∠AEB +∠AFB +∠EAF = ∠BC D+∠BDC +∠EAF

i
∠EBF = 180◦ −∠BC D−∠BDC ,

то, додавши цi рiвностi, одержимо:
2∠EBF = 180◦ −∠EAF = 360◦ −∠EPF,

тобто, пiсля скорочення на 2, матимемо:

∠EBF = 180◦ −
1
2
∠EPF.

Ця рiвнiсть означає, що точка P центр описаного кола k3 навколо три-
кутника EBF . Оскiльки, з одного боку, DP2 − PE2 це степiнь точки D
вiдносно кола k3, а з iншого DE · DB це також степiнь точки D вiдносно
кола k3, то DP2 − PE2 = DE · DB. Далi, за теоремою про сiчнi кола, маємо:
DE · DB = DC · DA. Тому, DP2− PE2 = DC · DA= 2AC2. Крiм того, з перпенди-
кулярностi AP i C D випливає: DP2 = AD2 + AP2 = AC2 + AP2. З двох останнiх
рiвностей одержуємо:

AC2 + AP2 − PE2 = 2AC2,
тобто AP2 = PE2 + AC2. Ця рiвнiсть означає те, що потрiбно було довести. �

Задача 6.3. Нехай ABC гострокутний трикутник, k його описане
коло. На дузi BC цього кола, яка не мiстить точку A, довiльно зафiксували
точку D. Рухома пряма l, що проходить через точку H ортоцентр трику-
тника ABC , перетинає вдруге описанi кола навколо трикутникiв ABH i ACH
вiдповiдно в точках M i N .
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а) Знайти усi такi положення прямої l, для яких площа трикутника AMN
досягає найбiльшого можливого значення.

б) Нехай pM i pN прямi, що проходять через точки M i N перпендику-
лярно до DB i DC вiдповiдно, а P їх точка перетину. Доведiть, що точка P
рухається по фiксованому колу.

(В’єтнам, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.3).

A

B C

H
M

N

P

D

XY

pM
pN

l

k

Рис. 6.3.

а) Використовуючи властивостi вписаних кутiв, одержуємо:

∠AN M = ∠ANH = ∠ACH = 90◦ −∠A= ∠ABH = ∠AMN ,

тобто трикутник AMN рiвнобедрений з фiксованим кутом

∠MAN = 2∠A.

Таким чином,

SAMN =
1
2
· AM · AN · sin 2∠A.

Оскiльки AM = AN i цi вiдрiзки є хордами описаних кiл, трикутникiв ABH
i ACH, то їх найбiльше значення буде дорiвнювати дiаметрам цих кiл, якi
дорiвнюють дiаметру описаного кола трикутника ABC . Тому, SAMN досяга-
тиме свого найбiльшого значення 2R2 sin 2∠A, де R радiус описаного кола
трикутника ABC , якщо пряма l буде займати таке положення, при якому AM
i AN будуть дiаметрами описаних кiл трикутникiв ABH i ACH вiдповiдно. Це
можливо, бо тодi ∠AHM = 90◦ −∠AHN . Для усiх iнших положень прямої l
площа трикутника AMN буде досягати меншого значення, нiж 2R2 sin2∠A.



182 Роздiл 6. Задачi зарубiжних математичних олiмпiад 2013 року

б) Вiдмiтимо на описаному колi трикутника ACH таку точку X , що
AX⊥pN , а на описаному колi трикутника ABH точку Y , для якої AY⊥pM .
Тодi AX ‖ DC i AY ‖ DB. Оскiльки фiксованими є трикутник ABC i точки H i
D, то точки X та Y також будуть фiксованими.

Оскiльки ∠BDC = 180◦ −∠A, а BD⊥pM i C D⊥pN , то ∠M PN = ∠A. Крiм
того AM = AN i ∠MAN = 2∠A. Це означає, що точка A центр описаного
кола трикутника M PN , тобто AP = AM = AN . Оскiльки AP = AM i AY⊥pM , то
коло, описане навколо трикутника PAY , буде симетричним вiдносно прямої
AY до кола, яке описане навколо трикутника ABH. Аналогiчно, коло, яке
описане навколо трикутника PAX , буде симетричним вiдносно прямої AX до
кола, яке описане навколо трикутника ACH. Звiдси випливає, що

∠APY = ∠AMY = ∠AHY i ∠APX = ∠ANX = ∠AHX ,

тобто
∠X PY = ∠APX +∠APY = ∠AHX +∠AHY = ∠X HY.

Далi, так як AX⊥pN i AY⊥pM , то ∠XAY = 180◦ − ∠M PN = 180◦ − ∠A. Крiм
того,

∠AX H = ∠ACH = 90◦ −∠A i ∠AY H = ∠ABH = 90◦ −∠A.

Тому

∠X HY = ∠XAY −∠AX H −∠AY H =
= 180◦ −∠A− (90◦ −∠A)− (90◦ −∠A) = ∠A.

Оскiльки ∠X PY = ∠X HY , то ∠X PY = ∠A, тобто ∠X PY + ∠XAY = ∠A +
+ (180◦ −∠A) = 180◦, а це означає, що точки A, X , P, Y циклiчнi.

Таким чином, точка P належить описаному колу трикутника XAY , яке є
фiксованим, що i треба було довести. �

Задача 6.4. Нехай I центр вписаного кола нерiвнобедреного трикутни-
ка ABC , яке дотикається його сторiн BC , CA i AB у точках D, E i F вiдповiдно.
Пряма, що проходить через точку E i перпендикулярна прямiй BI , вдруге
перетинає вписане коло у точцi K, а пряма, яка проходить через точку F i
перпендикулярна прямiй C I , вдруге перетинає вписане коло у точцi L. Нехай
J середина вiдрiзка K L.

а) Доведiть, що точки D, I , J колiнеарнi.
б) Зафiксуємо точки B i C , а точка A нехай змiнює своє положення так,

що виконується умова
AB
AC
= k, де k 6= 1 додатне фiксоване число. Нехай

M i N точки, дiаметрально протилежнi точкам E i F вiдповiдно, а P i
Q точки перетину прямої MN з прямими BI i C I вiдповiдно. Доведiть, що
серединний перпендикуляр до вiдрiзка PQ проходить через фiксовану точку.

(В’єтнам, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.4).
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Рис. 6.4.

а) Оскiльки прямi BI та
C I є осями симетрiї вписа-
ного кола трикутника ABC (во-
ни проходять через центр I
цього кола), то з умови зада-
чi слiдує, що точки K i E симе-
тричнi вiдносно прямої BI , а
точки L i F симетричнi вiдно-
сно прямої C I . Тому, врахову-
ючи цю симетричнiсть та вла-
стивостi вписаних кутiв, одер-
жуємо:
∠LKD = ∠LED = ∠F DE =

= ∠DFK = ∠DLK ,

тобто ∠LKD = ∠DLK . А це означає, що трикутник DK L рiвнобедрений, з
основою K L. Оскiльки DJ його медiана, то DJ його висота, тобто DJ
серединний перпендикуляр до сторони K L. Тому, точка I , яка є центром
описаного кола трикутника DK L, буде належати прямiй DJ , тобто точки D,
I i J колiнеарнi.

б) Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 6.5).
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S

Рис. 6.5.

Нехай AI перетинає BC у точцi X , T середина BC , R i S точки пере-
тину EF з BI i C I вiдповiдно, U i V середини вiдрiзкiв PQ i RS. Тодi в цих
позначеннях матимемо:

∠SFB = ∠AF E = 90◦ −
∠A
2
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i

∠SIB = ∠IBC +∠ICB =
∠B
2
+
∠C
2
= 90◦ −

∠A
2

,

тобто ∠SFB = ∠SIB. Це означає, що чотирикутник BSF I вписаний, а то-
му ∠BSC = ∠BSI = ∠BF I = 90◦. Аналогiчно, ∠BRC = 90◦. Звiдси слiдує,
що точки B, S, F , I , D циклiчнi i точки C , E, R, I , D циклiчнi. Далi, за
властивiстю медiани прямокутного трикутника, що проведена до гiпотену-
зи, маємо: TS = TR. Оскiльки прямi EF i MN симетричнi вiдносно точки
I , то точки R i S симетричнi точкам P i Q вiдносно точки I . Також точки V
i U симетричнi вiдносно точки I , як середини вiдрiзкiв RS i PQ, якi симе-
тричнi вiдносно точки I . Тому, IU = IV . Нехай серединний перпендикуляр
до вiдрiзка PQ перетинає вiдрiзок DC в точцi T ′. Оскiльки SR ‖ PQ (це ви-
пливає iз паралельностi EF i MN , бо вони симетричнi вiдносно точки I), а
також T V⊥SR, T ′U⊥PQ i AI⊥EF , то T V ‖ AI ‖ T ′U . Тодi, за теоремою Фалеса,
одержуємо, що X T = X T ′, бо IU = IV i T V ‖ AI ‖ T ′U .

Далi, оскiльки AX бiсектриса трикутника ABC , то
X B
X C
=

AB
AC
= k = const.

Це означає, що при вказанiй змiнi точки A, точка X буде нерухомою. З рiв-
ностi X T = X T ′ i нерухомостi точок X i T випливає, що точка T ′ також буде
нерухомою. А це означає, що серединний перпендикуляр до вiдрiзка PQ
проходить через фiксовану точку T ′ на нерухомому вiдрiзку BC , що i треба
було довести. �

Задача 6.5. Нехай ABC гострокутний трикутник, AD, BE, C F його
висоти. Вiдомо, що пряма BE перетинає описане коло трикутника ADC у
двох точках K i L (точка K лежить мiж точками B i L), а пряма C F перети-
нає описане коло трикутника ADB у двох точках P i Q (точка P лежить мiж
точками C i Q). Доведiть, що прямi LP i KQ перетинаються на сторонi BC .

(Бразилiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 6.6).

Нехай H ортоцентр трикутника ABC . Оскiльки ∠AFC = ∠ADC = 90◦,
то описане коло трикутника ADC проходить через точку F . Аналогiчно до-
водиться, що описане коло трикутника ADB проходить через точку E. За
властивiстю хорд, що перетинаються, матимемо: HP · HQ = HA · HD i

AH · HD = HK · H L. Звiдси слiдує, що HP · HQ = HK · H L, тобто
HP
HK
=

H L
HQ

.

Оскiльки ∠PH L = ∠KHQ (як вертикальнi), то Í HP L ∼Í HKQ (за пропор-
цiйнiстю двох сторiн i кутом мiж ними). З подiбностi цих трикутникiв слiдує
рiвнiсть вiдповiдних кутiв: ∠H LP = ∠HQK, тобто ∠K LP = ∠PQK. З рiвно-
стi цих кутiв слiдує циклiчнiсть точок K, Q, L, P, тобто цi точки належать
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Рис. 6.6.

деякому колуω. Так як AB i AC серединнi перпендикуляри хорд PQ i K L
цього кола, то точка A точка перетину цих хорд буде центром колаω. Далi,
нехай BC = a, CA = b, AB = c i ∠A = α, ∠B = β , ∠C = γ сторони i кути
трикутника ABC , ρ радiус кола (PKQL), тодi з прямокутного трикутника
AQB i трикутника ABC знаходимо:

ρ2 = AQ2 = AB · AF = c · b cosα= bc cosα.

Далi з трикутника ABC знаходимо:

AH · AD =
b cosα
sinβ

· c sinβ = bc cosα.

Отже, AH ·AD = ρ2, тобто точки H i D є симетричними (iнверсними) вiдносно
кола (PKQL). Оскiльки BC⊥AD, то пряма BC є полярою точки H вiдносно
кола (PKQL). Так як поляра точки S вiдносно кола (PKQL) проходить через
точку H точку перетину дiагоналей чотирикутника PKQL, вписаного в
коло (PKQL), то за теоремою Брокара про взаємнiсть поляр, поляра точки H
буде проходити через точку S, тобто точка S лежить на сторонi BC трикутни-
ка ABC , що i треба було довести. �

Задача 6.6. Нехай ABC гострокутний трикутник, H його орто-
центр. Коло k, яке проходить через вершини B i C , перетинає коло h з дiа-
метром AH у двох рiзних точках X i Y . Нехай AH перетинає BC у точцi D, а
K основа перпендикуляра, опущеного iз точки D на пряму X Y . Доведiть,
що KD бiсектриса кута BKC .

(Японiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)



186 Роздiл 6. Задачi зарубiжних математичних олiмпiад 2013 року

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.7).
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Рис. 6.7.

Нехай BH перетинає AC у точцi E, а CH перетинає AB у точцi F . Оскiльки
∠BFC = ∠BEC = 90◦, то навколо чотирикутника BC EF можна описати
коло f з дiаметром BC . Тодi, за теоремою про радикальний центр трьох кiл,
прямi BC , EF i X Y перетинаються в однiй точцi S. За теоремою про повний
чотирикутник, з чотирикутника AEHF одержуємо, що (BC; DS) = −1. Далi,
за теоремою про зв’язок гармонiчної четвiрки точок iз колом Аполлонiя,
одержуємо: так як (BC; DS) = −1 i ∠DKS = 90◦, то ∠BKD = ∠CKD, тобто
KD бiсектриса кута BKD, що i треба було довести. �

Задача 6.7. В гострокутному трикутнику ABC через H позначили основу
його висоти, опущеної iз вершини A. Нехай J та I центри зовнiвписаних кiл
трикутникiв ABH i ACH вiдповiдно, якi дотикаються сторони AH. Позначи-
мо через D точку дотику вписаного кола трикутника ABC зi стороною
BC . Доведiть, що точки H, D, I , J лежать на одому колi.

(Iран, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.8).
Нехай коло (J) дотикається до прямих AB, BH i AH в точках F , Y i Q

вiдповiдно, а коло (I) дотикається до прямих AC , CH i AH в точках E, X i P
вiдповiдно. Через O позначимо центр кола, вписаного в трикутник ABC , а
через rB i rC радiуси зовнiвписаних кiл трикутникiв ABH i ACH. Оскiльки
радiус, що проведений в точку дотику, перпендикулярний до дотичної, то
чотирикутники X I PH та Y JQH квадрати, зi сторонами rC i rB вiдповiдно.
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Рис. 6.8.

Звiдси слiдує, що
∠IHJ = ∠IHP +∠JHQ = 45◦ + 45◦ = 90◦.

Далi, за теоремою про дотичнi вiдстанi, маємо:

CX = C E =
1
2
(AC +HC + AH) ,

BY = BF =
1
2
(AB + BH + AH) ,

C D =
1
2
(AC + BC − AB) .

Таким чином,

X D = X C − C D =
1
2
(AC + AH + CH)−

1
2
(BC + AC − AB) =

=
1
2
(AC + AH + CH − BC − AC + AB) =

1
2
(AB + AH − BH) =

=
1
2
(AB + AH + BH)− BH = BY − BH = HY = rB.

Отже, ми довели, що X D = rB. Аналогiчно доводиться, що Y D = rC . Звiдси
випливає, що прямокутнi трикутники IX D та DY J рiвнi мiж собою (за двома
катетами). З рiвностi цих трикутникiв випливає, що

∠I DJ = 180◦ −∠I DX −∠J DY = 180◦ −∠I DX −∠DIX = 90◦.
Таким чином, ми довели, що

∠IHJ = ∠I DJ ,
тобто точки H, D, I , J циклiчнi, що i треба було довести. �

Задача 6.8. КолаΩ iω дотикаються в точцi P (колоω лежить всерединi
кола Ω). Хорда AB кола Ω дотикається ω в точцi C . Пряма PC перетинає
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вдруге коло Ω в точцi Q. Хорди QR i QS кола Ω дотикаються колаω. Нехай
I , X та Y центри вписаних кiл трикутникiв APB, ARB i ASB вiдповiдно.
Доведiть, що∠PX I +∠PY I = 90◦.

(Румунiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.9).
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Рис. 6.9.

Помiчаємо, що гомотетiя з цен-
тром P, яка вiдображає точку C у
точку Q, вiдображає коло ω в ко-
ло Ω, а дотичну AB до кола ω в то-
чцi C вiдображає в дотичну до ко-
ла Ω в точцi Q, паралельну до AB.
Це означає, що Q середина дуги AB
кола Ω. Це означає, що PQ, RQ i
SQ бiсектриси кутiв APB, ARB i
ASB вiдповiдно, тобто точки I , X i
Y як центри вписаних кiл трику-
тникiв APB, ARB i ASB, лежать вiд-
повiдно на PQ, RQ i SQ. Далi, за те-
оремою про «тризуб», одержуємо,
що QI = QX = QY = QA= QB, тоб-
то точки A, X , I , Y , B лежать на одно-
му колi, з центром в точцi Q.

Далi, оскiльки Q середина дуги AB кола Ω, то, використовуючи власти-
востi вписаних кутiв, знаходимо: ∠APQ = ∠QPB = ∠QAB, тобтоÍQAC ∼Í
QPA (за двома кутами). Iз цiєї подiбностi трикутникiв випливає пропорцiй-

нiсть вiдповiдних сторiн, тобто
QA
QP
=

QC
QA

. Звiдси одержуємо, що QP ·QC =

= QA2 = QX 2 = QY 2, тобто точки X та Y точки дотику QR i QS до кола
ω.

Насамкiнець, iз рiвнобедрених трикутникiв QX I i QY I знаходимо, що
∠QX I = ∠QIX = 90◦ − 1

2∠IQX i ∠QY I = ∠QIY = 90◦ − 1
2∠IQY . Позначимо

через O центр колаω, тодi OX⊥QX i OY⊥QY . Тому,

∠QIX +∠QIY = 180◦ −
1
2
∠XQY = 180◦ −

1
2
(180◦ −∠XOY ) =

= 90◦ +
1
2
∠XOY = 90◦ +∠X PY.

Таким чином,

∠PX I +∠PY I = (∠QIX −∠X PI) + (∠X PI −∠Y PI) =
= (∠QIX +∠QIY )− (∠X PI +∠Y PI) =
= 90◦ +∠X PY −∠X PY = 90◦,
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що i треба було довести. �

Задача 6.9. Нехай M середина дуги BC , яка не мiстить точки A, описа-
ного кола трикутника ABC , з центром у точцi O. Нехай пряма, яка мiстить
висоту трикутника ABC , що проведена iз вершини A, перетинає вдруге опи-
сане коло в точцi N . На сторонах AB i AC вiдмiтили точки K i L вiдповiдно
так, що OK ‖ MB i OL ‖ MC . Доведiть, що NK = N L.

(Iран, 1-ий день другого туру Нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.10).
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Рис. 6.10.

Оскiльки чотирикутник ABMC
вписаний i OK ‖ MB, OL ‖ MC , то

∠KOL = ∠BMC = 180◦ −∠BAC =
= 180◦ −∠KAL,

тобто ∠KOL = 180◦ −∠KAL. Це озна-
чає, що чотирикутник AKOL вписа-
ний в коло, яке на рисунку зображене
пунктиром. Нехай це коло вдруге пе-
ретинає AN у точцi S.

Далi, оскiльки AN⊥BC , то

∠LAS = ∠CAN = 90◦ −∠ACB =

= 90◦ −
1
2
∠AOB =

= 90◦ − (90◦ −∠BAO) = ∠KAO,

тобто ∠LAS = ∠KAO. Оскiльки цi кути
вписанi в одне коло, то дуги, на якi во-
ни спираються будуть рiвними, тобто
KOSL рiвнобедрена трапецiя: K L ‖ OS i KO = SL.

Так як OM⊥BC i AN⊥BC , то OM ‖ AN . Крiм того, OL ‖ MC , тобто
∠ALO = ∠AC M . За властивiстю вписаних кутiв маємо: ∠ASO = ∠ALO i
∠AN M = ∠AC M . Враховуючи попередню рiвнiсть кутiв, одержуємо, що
∠ASO = ∠AN M , тобто OS ‖ MN . Тому, MOSN паралелограм. Звiдси слi-
дує, що SN = OM = ON , тобто точка N рiвновiддалена вiд кiнцiв вiдрiзка
OS, тобто точка N лежить на серединному перпендикулярi цього вiдрiзка.
Так як KOSL рiвнобедрена трапецiя, то цей серединний перпендикуляр до
основи OS, буде серединним перпендикуляром i до основи K L, тобто точка
N рiвновiддалена вiд кiнцiв цiєї основи, що i треба було довести. �

Задача 6.10. Нехай P точка, яка лежить зовнi заданого кола k. PA i
PB дотичнi до кола k, що проведенi iз точки P (A i B точки дотику). На
хордi AB кола k довiльно обирають точку K . Описане коло трикутника PKB
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перетинає вдруге коло k у точцi T . Нехай Q точка, симетрична точцi P
вiдносно точки A. Доведiть, що∠PBT = ∠AKQ.

(Iран, 2-ий день другого туру Нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 6.11).

A

B

P
K

L

Q

T

k

Рис. 6.11.

Нехай AT перетинає PK
в точцi L. Доведемо, що L
середина PK. Дiйсно, за вла-
стивiстю вписаних кутiв, одер-
жуємо: ∠PBT = ∠PKT . За
теоремою про кут мiж доти-
чною i хордою, що проведе-
на в точку дотику, одержуємо:
∠PBT = ∠BAT . Звiдси випли-
ває, що ∠LKT = ∠LAK, тобто
трикутники LKT i LAK по-
дiбнi (зо двома кутами). З по-
дiбностi цих трикутникiв ви-
пливає пропорцiйнiсть вiдпо-
вiдних сторiн:

LK
LA
=

LT
LK

,

тобто
LK2 = LA · LT. (1)

Аналогiчно, ∠KBT = ∠KPT i ∠KBT = ∠ABT = ∠PAT , тобто ∠LPT = ∠LAP.
Звiдки Í LPT ∼Í LAP (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв,
одержуємо, що

LP
LA
=

LT
LK

,

тобто
LP2 = LA · LT. (2)

З рiвностей (1) i (2) слiдує, що LP = LK , тобто L середина PK .
Оскiльки L середина PK i A середина PQ, то LA середня лiнiя три-

кутника KPQ. Звiдси слiдує, що AL ‖ KQ. Тому, ∠QKA= ∠TAK = ∠PBT , що i
треба було довести. �

Задача 6.11. Нехай AM i BN бiсектриси прямокутного трикутника
ABC , в якому ∠C = 90◦. Вони перетинають висоту CH у двох точках P i Q
вiдповiдно. Доведiть, що пряма, яка проходить через середини вiдрiзкiв PM i
NQ, паралельна прямiй AB.

(Боснiя i Герцеговина, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.12).
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Рис. 6.12.

Нехай X i Y середини вiдрiзкiв PM
i QN , а D i E точки перетину прямої AB
з прямими CX i CY вiдповiдно. Доведемо,
що трикутники C M P i CNQ рiвнобедренi.
Дiйсно, нехай ∠A= α, тодi, враховуючи,
що AM бiсектриса кута BAC , з прямоку-
тного трикутника AC M знаходимо, що

∠C MA= 90◦ −
α

2
.

Оскiльки CH висота, то ∠BCH =
= ∠CAB = α. Отже, з трикутника C M P
знаходимо, що

∠C PM = 180◦ −∠PMC −∠C M P =

= 180◦ −α−
�

90◦ −
α

2

�

= 90◦ −
α

2
.

Тому ∠C M P = ∠C PM , тобто трикутник
C PM рiвнобедрений. Аналогiчно дово-
диться, що трикутник CQN також рiвнобедрений. Це означає, що CX⊥AM i
CY⊥BN . Оскiльки, AX висота i бiсектриса трикутника CAD, то AX його
медiана, тобто X середина C D. Аналогiчно, BN бiсектриса i висота три-
кутника CBE, тобто BN медiана цього трикутника, тобто Y середина
C E. Таким чином, X Y середня лiнiя трикутника C DE, тобто X Y ‖ DE, що i
треба було довести. �

Задача 6.12. Розглянемо рiвнобедрений трикутник, в якому AB = AC i
∠A< 60◦. На сторонi AC вiдмiтили таку точку D, що∠DBC = ∠BAC . Нехай
E точка перетину серединного перпендикуляра вiдрiзка BD з прямою, що
проходить через вершину A i паралельна до прямої BC . Нехай F точка на
прямiй AC , для якої FA= 2AC (точка Aлежить мiж точками F i C). Доведiть,
що

1) прямi BE i AC паралельнi;
2) продовження перпендикулярiв iз F до AB та iз E до AC перетинаються

в точцi, яка лежить на прямiй BD.
(Iталiя, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 6.13).
Маємо, що Í BAC ∼Í DBC (за двома кутами: ∠C спiльний i ∠BAC =

∠DBC). Оскiльки трикутник BAC рiвнобедрений, то рiвнобедреним буде i
трикутник DBC (BD = BC i∠BDC = ∠BC D). Нехай серединний перпендику-
ляр вiдрiзка BD перетинає пряму AC у точцi P, а пряма BD перетинає пряму
AE у точцi Q. Так як точки P i E лежать на серединному перпендикулярi вiд-
рiзка BD, то трикутники BPD i BED рiвнобедренi. Оскiльки трикутники
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Рис. 6.13.

BAC i BPD рiвнобедренi, BD = BC i ∠BDC = ∠BC D, то цi трикутники
рiвнi мiж собою. Звiдси випливає, що ∠BAC = ∠BPD i BP = BA= AC = PD.
Так як AQ ‖ BC , то ∠CBD = ∠AQD (як внутрiшнi рiзностороннi). З того, що
∠APB = ∠AQB, то чотирикутник ABPQ вписаний в деяке коло. Тодi, за
властивiстю вписаних кутiв, одержуємо, що ∠BQP = ∠BAC , тобто QB бi-
сектриса кута PQE. Оскiльки BQ⊥PE, то BQ серединний перпендикуляр
вiдрiзка PE, тобто BE = BP. Це означає, що чотирикутник PBED ромб.
Звiдси й слiдує, що BE ‖ PD, тобто BE ‖ AC , що i завершує доведення першого
пункту задачi.

Для розв’язання другого пункту задачi, позначимо через M середину
вiдрiзка AF . Тодi, MA= AC = AB = BE, тобто MABE ромб. Звiдси випливає,
що M E = MA= M F , тобто AF дiаметр описаного кола трикутника AEF .
Тому, F E⊥AE. Нехай продовження перпендикуляра FK , опущеного iз точки F
до прямої AB, перетинає пряму BD у точцi S. Тодi,∠AEF+∠AKF = 90◦+90◦ =
180◦, тобто чотирикутник AEFK вписаний в деяке коло. Звiдси слiдує, що
∠EFK = ∠EAB, тобто ∠EFS = ∠EDB. Це означає, що чотирикутник DEFS
вписаний в деяке коло. Звiдси слiдує, що ∠F ES = ∠F DS = ∠BDC = ∠DCB =
∠FAE, тобто ∠F ES = ∠FAE. Оскiльки трикутник F EA прямокутний, то
ES⊥FA, що i завершує доведення другого пункту задачi. �
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Задача 6.13. В трикутнику ABC точки P, Q, R лежать на сторонах BC ,
CA, AB вiдповiдно. Розглянемо три колаωA,ωB,ωC , якi описанi навколо три-
кутникiв AQR, PBR, C PQ вiдповiдно. Вiдрiзок AP перетинає вдруге колаωA,
ωB,ωC в точках X , Y , Z вiдповiдно. Доведiть, що

Y X
X Z
=

BP
PC

.

(США, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 6.14).

A

B C
P

Q
R

S
X

Y

Z

ωA

ωB

ωC

Рис. 6.14.

Нехай кола ωB i ωC перетинаються у точцi S, вiдмiннiй вiд точки P. У
випадку, коли цi кола дотикаються у точцi P, доведення буде аналогiчним.
Оскiльки чотирикутники BPSR i C PSQ вписанi, то ∠PSR = 180◦ − ∠B i
∠PSQ = 180◦ −∠C . Тому,

∠RSQ = 360◦ −∠PSR−∠PSQ =
= 360◦ − (180◦ −∠B)− (180◦ −∠C) =
= ∠B +∠C = 180◦ −∠A,

тобто чотирикутник AQSR також вписаний. А це означає, що колоωA також
проходить через точку S, тобто кола ωA, ωB i ωC перетинаються в точцi S,
яку називають точкою Мiкеля.

Далi, так як чотирикутник BPSY вписаний в колоωB, то∠X Y S = ∠PY S =
∠PBS, а з того, що чотирикутник ARXS вписаний в коло ωA, то ∠SX Y =
∠SXA= ∠SRA. Чотирикутник BPSR вписаний в колоωB, тому∠SRA= ∠SPB.
Отже, ∠SX Y = ∠SRA = ∠SPB, тобто Í SY X ∼Í SBP (за двома кутами
∠X Y S = ∠PBS i ∠SX Y = ∠SPB). З подiбностi цих трикутникiв випливає
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пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн:

Y X
BP
=

SX
SP

.

Аналогiчно доводиться, щоÍ SX Z ∼Í SPC , а тому

SX
SP
=

X Z
PC

.

Iз цих двох одержаних пропорцiй, знаходимо, що

X Y
X Z
=

BP·SX
SP

PC ·SX
SP

=
BP
PC

,

що i треба було довести. �

Задача 6.14. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC , яке до-
тикається до сторiн BC , CA, AB у точках A1, B1, C1 вiдповiдно. На прямих A1I
i B1I вiдмiтили точки A2 i B2 вiдповiдно так, що A1 i A2 лежать по рiзнi боки
вiд точки I , B1 i B2 лежать по рiзнi боки вiд точки I , причому IA2 = IB2 = R,
де R радiус описаного кола трикутника ABC . Доведiть, що

а) AA2 = BB2 = IO, де O центр описаного кола трикутника ABC;
б) прямi AA2 i BB2 перетинаються на описаному колi трикутника ABC .

(Узбекистан, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.15).
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Рис. 6.15. Рис. 6.16.
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а) Нехай M середина дуги BC описаного кола трикутника ABC . Оскiль-
ки I точка перетину бiсектрис трикутника ABC , то промiнь AI перети-
нає описане коло трикутника ABC у точцi M , причому OM⊥BC . Оскiльки
A2I⊥BC , то A2I ‖ OM . Крiм того, A2I = R = OM , тому MOA2I паралело-
грам. Тому, ∠OA2I = ∠OM I . Так як OM = OA = R, то трикутник MOA
рiвнобедрений, тобто ∠OM I = ∠OAI . Таким чином, ∠OA2I = ∠OAI , тоб-
то чотирикутник OA2AI вписаний. Оскiльки OA2 ‖ M I , то OA2 ‖ AI , а це
означає, що вписаний чотирикутник OA2AI рiвнобедрена трапецiя, тобто
IO = AA2. Аналогiчно доводиться, що OB2BI також рiвнобедрена трапецiя,
тобто IO = BB2. Отже, ми довели, що AA2 = BB2 = IO, що i завершує розв’я-
зання першого пункту задачi.

б) Оскiльки трикутники CA1I i CB1I рiвнi (за двома катетами), то
∠C IA2 = ∠C IB2. Так як IA2 = IB2, то Í C IA2 =Í C IB2 (за двома сторо-
нами i кутом мiж ними). З рiвностi цих трикутникiв випливає, що CA2 = CB2
i ∠A2C I = ∠B2C I .

Нехай D середина дуги AB описаного кола трикутника ABC , що не мiстить
точку C , тодi пряма C I проходить через точку D (рис. 6.16). Звiдси слiдує,
що трикутники DCA2 i DCB2 рiвнi мiж собою (за двома сторонами i кутом
мiж ними). З рiвностi цих трикутникiв випливає, що DA2 = DB2. Крiм того,
так як D середина дуги AB описаного кола трикутника ABC , то DA = DB.
Отже, трикутники DAA2 i DBB2 рiвнi мiж собою (за трьома сторонами). Так
як цi трикутники мають спiльну вершину D i однаково орiєнтованi, то при
поворотi з центром в точцi D на кут ADB за рухом годинникової стрiлки,
трикутник DAA2 вiдобразиться на трикутник DBB2. Це означає, що кут мiж
прямими AA2 i BB2 дорiвнює куту повороту, тобто, якщо X точка перетину
прямих AA2 i BB2, то ∠AX B = ∠ADB. Це означає, що точки A, X , D i B
циклiчнi, тобто лежать на одному колi. Оскiльки точки A, D i B лежать на
описаному колi трикутника ABC , то i точка X також лежить на цьому колi,
що i треба було довести. �

Задача 6.15. Чотирикутник XABY вписаний в колоωтак, що X Y дi-
аметр цього кола. Вiдрiзки AY i BX перетинаються в точцi P. Точка Z
основа перпендикуляра, опущеного з точки P на пряму X Y . Нехай C та-
ка точка колаω, що X C⊥AZ . Нехай Q точки перетину вiдрiзкiв AY i CX .
Доведiть, що

BY
X P
+

CY
XQ
=

AY
AX

.

(США, заключний тур для юнiорiв нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.17).
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Рис. 6.17.

Помiчаємо, що ∠XAY = ∠X BY = ∠X CY = ∠PZX = ∠PZY = 90◦. З
прямокутних трикутникiв BX Y , AX Y , AX P знаходимо:

BY = X Y · cos∠BY X , AX = X Y · cos∠AX Y,

X Y =
AX

cos∠AX P
=

X Y · cos∠AX Y
cos∠AX P

.

З цих рiвностей знаходимо, що
BY
X P
=

X Y · cos∠BY X
X Y ·cos∠AX Y

cos∠AX P

=
cos∠BY X · cos∠AX P

cos∠AX Y
.

Аналогiчно знаходимо, що
CY
XQ
=

cos∠CY X · cos∠AXQ
cos∠AX Y

.

Додавши останнi двi рiвностi, знаходимо, що
BY
X P
+

CY
XQ
=

cos∠BY X · cos∠AX P + cos∠CY X · cos∠AXQ
cos∠AX Y

. (?)

Оскiльки CX⊥AZ i CX⊥CY , то ∠CY X = ∠AZX . Крiм того, ∠XAP = 90◦ =
= ∠X Z P, тому чотирикутник XAPZ вписаний в деяке коло, тобто∠AZX =
= ∠APX . Таким чином,∠CY X = ∠AZX = ∠APX = 90◦−∠AX P, тобто∠CY X+
+∠AX P = 90◦. Аналогiчно доводиться, що∠BY X +∠AXQ = 90◦. Отже, можна
зробити висновок, що cos∠BY X = sin∠AXQ i cos∠AX P = sin∠CY X . Тому, iз
формули (?) випливає, що

BY
X P
+

CY
XQ
=

sin∠AXQ · sin∠CY X + cos∠AXQ · cos∠CY X
cos∠AX Y

=

=
cos (∠CY X −∠AXQ)

cos∠AX Y
.

Так як чотирикутник XACY вписаний, то ∠AXQ = ∠AX C = ∠CYA, тобто
∠CY X −∠AXQ = ∠CY X −∠CYA= ∠AY X = 90◦ −∠AX Y .
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Таким чином,

BY
X P
+

CY
XQ
=

cos (∠CY X −∠AXQ)
cos∠AX Y

=
cos (90◦ −∠AX Y )

cos∠AX Y
=

=
sin∠AX Y
cos∠AX Y

= tg∠AX Y =
AY
AX

,

що i завершує доведення. �

Задача 6.16. Iз точки P, яка лежить зовнi колаω, провели двi дотичнi
PB, PD i сiчну, яка перетинає колоω у двох точках A i C (C лежить мiж P i A).
Пряма, що дотикається до колаω у точцi C , перетинає пряму PD у точцi Q,
а пряму AD у точцi R. Пряма AQ перетинає вдруге колоω у точцi E. Доведiть,
що точки B, E i R лежать на однiй прямiй.

(Азiатсько-тихоокеанська математична олiмпiада, 2013 р.)

Розв’язання.
Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.18).
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Рис. 6.18.

Щоб довести, що точки B, E i
R лежать на однiй прямiй, доста-
тньо довести, що прямi AD, BE i
CQ перетинаються в однiй точцi.

За умовою задачi пряма CQ
перетинає пряму AD у точцi R.
Нехай пряма BE перетинає пря-
му AD у точцi R′. Достатньо дове-
сти, що точки R i R′ спiвпадають.
Для цього, достатньо довести, що
AR
RD
=

AR′

R′D
.

Так як PD дотична доω, то
за теоремою про кут мiж доти-
чною i хордою, знаходимо, що
∠PDC = ∠PAD, тобто Í PAD ∼Í
PDC . Оскiльки PB також дотична
до колаω, то аналогiчно доводи-
ться, щоÍ PAB ∼Í PBC . З подiбностi цих трикутникiв, знаходимо:

AD
DC
=

PA
PD
=

PA
PB
=

AB
BC

,

тобто AB · C D = BC · AD. Оскiльки чотирикутник ABC D вписаний вω, то
за теоремою Птоломея

AB · C D+ BC · AD = AC · BD.
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Враховуючи рiвнiсть AB ·C D = BC ·AD, знаходимо, що AB ·C D = BC ·AD =
1
2 · AC · BD. Звiдки знаходимо, що

DB
AB
=

2DC
CA

(1)

i
DC
CA
=

2ED
AE

. (2)

Далi, за теоремою про кут мiж дотичною i хордою, одержуємо, щоÍ RDC ∼Í
RCA (за двома кутами). Звiдки знаходимо, що

RD
RC
=

DC
CA
=

RC
RA

.

Тому, враховуючи цю пропорцiйнiсть,

RD
RA
=

RD · RA
RA2

=
RC2

RA2
=
�

DC
CA

�2

=
�

2ED
EA

�2

. (3)

Аналогiчно доводимо, щоÍ ABR′ ∼Í EDR′, тобто
R′D
R′B
=

ED
AB

,

аÍ DBR′ ∼Í EAR′, тобто
R′A
R′B
=

EA
DB

.

З цих останнiх двох пропорцiй, шляхом дiлення першої на другу, знаходимо,
що

R′D
R′A
=

ED · DB
EA · AB

,

а враховуючи (1), одержимо:

R′D
R′A
=

ED
EA
·

2DC
CA

=
�

2ED
EA

�2

. (4)

З (3) i (4) одержуємо, що
RD
RA
=

R′D
R′A

,

що i завершує доведення задачi. �

Задача 6.17. Нехай A, B i C три фiксованi точки прямої l, якi лежать
на нiй у вказаному порядку. Для кожного колаω, яке проходить через точки
B i C , позначимо через D одну iз точок перетину цього кола iз серединним
перпендикуляром до вiдрiзка BC . Нехай E друга точка перетину колаω i
прямої AD. Доведiть, що для кожного колаω вiдношення довжин вiдрiзкiв BE
i C E одне i те ж саме.

(Австрiя, заключний 1-й тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.19).
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Рис. 6.19.

Нехай M середина BC , тодi,
за умовою задачi, DM середин-
ний перпендикуляр до вiдрiзка BC .
Отже, трикутник BDC рiвнобе-
дрений, бо кожна точка серединно-
го вiдрiзка рiвновiддалена вiд його
кiнцiв, тобто BD = C D. Звiдси ви-
пливає, що∠DBC = ∠DCB, як кути
при основi рiвнобедреного трику-
тника. Далi, ∠DBC = ∠DEC , бо цi
кути вписанi i спираються на дугу
DC кола ω. Тому, ∠DEC = ∠DCA,
тобто Í DEC ∼Í DCA (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв
випливає пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн:

EC
CA
=

DC
DA

,

тобто

C E =
CA · DC

DA
. (1)

Оскiльки чотирикутник BC DE вписаний, то ∠ABE = ∠ADC , тобто Í
ABE ∼Í ADC . З подiбностi цих трикутникiв випливає пропорцiйнiсть вiдпо-
вiдних сторiн:

BE
DC
=

AB
AD

,

тобто

BE =
AB · DC

DA
. (2)

Таким чином, з рiвностей (1) i (2) знаходимо, що

BE
C E
=

AB·DC
DA

CA·DC
DA

=
AB
AC
= const,

бо довжини вiдрiзкiв AB i AC є сталими, що i треба було довести. �

Задача 6.18. Трикутник ABC вписаний в колоω. Коло k, яке проходить
через точки B i C , перетинає сторони AB i AC в точках S i R вiдповiдно. Вiдрiз-
ки BR i CS перетинаються в точцi L, а променi LR i LS перетинають колоω
в точках D i E вiдповiдно. Нехай K точка перетину бiсектриси кута BDE i
вiдрiзка ER. Доведiть, що якщо BE = BR, то∠ELK = 1

2∠BC D.
(США, пiдготовка до Мiжнародної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.20).
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Рис. 6.20.

По-перше вiдзначимо, що за власти-
вiстю вписаних кутiв, якi спираються на
одну i ту ж саму дугу кола, виконуються
наступнi рiвностi кутiв:

∠EBA= ∠ECA= ∠SCR=
∠SBR= ∠ABD = ∠AC D.

Вони означають, що BA i CA бiсектри-
си кутiв EBD i EC D вiдповiдно. Оскiльки
BA бiсектриса кута EBR i BE = BR, то
BA серединний перпендикуляр до вiд-
рiзка ER. Тому, SE = SR i ∠SER= ∠SRE.

Тепер зауважимо, що

∠BRC = ∠BSC = 180◦ −∠ESB =
= ∠EBS +∠SEB = ∠EBS +∠SRB =
= ∠EBS +∠SCB = ∠SCR+∠SCB = ∠RCB.

Звiдси слiдує, що ∠BRC = ∠RCB, тобто трикутник CBR рiвнобедрений,
BR= BC = BE. Далi матимемо:

∠DEC = ∠DBC = ∠RBC = ∠RSC ,

тобто ∠DEC = ∠RSC . Оскiльки цi кути є вiдповiдними, то SR ‖ ED. Тому,
∠DER= ∠ERS = ∠REL, тобто ER бiсектриса трикутника DEL. Оскiльки,
за умовою задачi, DK бiсектриса ∠EDL, то K точка перетину бiсектрис
трикутника DEL. Це означає, що LK бiсектриса кута DLE. �

Задача 6.19. Нехай O центр колаω, описаного навколо гострокутного
трикутника ABC , в якому AB < AC . На сторонi BC вiдмiтили таку точку
D, що ∠BAD = ∠OAC . Нехай пряма AD перетинає вдруге коло ω у точцi E.
Позначимо через M , N i P середини вiдрiзкiв BE, OD i AC . Доведiть, що
точки M , N i P лежать на однiй прямiй.

(Мiжнародна математична олiмпiада для юнiорiв країн Балканського регiону, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 6.21).
Оскiльки P середина хорди AC , то OP⊥AC . За властивiстю вписаних

кутiв:

∠ABC =
1
2
∠AOC = ∠AOP.

За умовою задачi, ∠BAD = ∠OAC . Тому, трикутники ADB i APO подiбнi
(за двома кутами). Звiдси випливає, що ∠ADB = ∠APO = 90◦, тобто ABEC
вписаний чотирикутник з перпендикулярними дiагоналями. Якщо Q то-
чка перетину прямих M D i AC , то MQ⊥AC (за теоремою Брахмагупти), тобто
M D ‖ OP.
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Рис. 6.21.

Нехай H точка, симетрична точцi
E вiдносно прямої BC , тодi H орто-
центр трикутника ABC . Як вiдомо, OP =
= 1

2 BH, тому

OP =
1
2

BH =
1
2

BE = DM ,

тобто OP = DM i OP ‖ DM . Це озна-
чає, що M DPO паралелограм. Оскiль-
ки N середина його дiагоналi AD, то
його друга дiагональ M P також прохо-
дить через точку N , бо дiагоналi будь-
якого паралелограма точкою перетину
дiляться навпiл. Таким чином, точки M ,
N i P колiнеарнi, що i треба було до-
вести. �

Задача 6.20. Нехай F точка перетину дiагоналей AC i BD чотирику-
тника ABC D, вписаного в коло ω, а E точка перетину прямих AB i C D.
Позначимо через M i N середини вiдрiзкiв BC i EF вiдповiдно, а через G i H
основи перпендикулярiв, опущених iз точки F на прямi AB i C D вiдповiдно.
Нехай описане коло трикутника MNG перетинає вiдрiзок BF у точцi P, а
описане коло трикутника MNH перетинає вiдрiзок C F у точцi Q. Доведiть,
що PQ ‖ BC .

(Китай, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.22).
Нехай X i Y середини вiдрiзкiв BF i BE вiдповiдно. Розглянемо коло k,

описане навколо трикутника X NY . Нехай це коло перетинає AB у точцi Z .
Тодi X N ‖ BE i Y N ‖ BF як середнi лiнiї трикутника BEF . Це означає, що
BX NY паралелограм. Крiм того, X M ‖ FC i Y M ‖ EC як середнi лiнiї
трикутникiв BFC i BEC вiдповiдно. Тому,

∠X NY = ∠FBE = ∠FC E = ∠X MY,

тобто ∠X NY = ∠X MY . Тут ми скористалися тим, що протилежнi кути па-
ралелограма рiвнi i рiвнiстю вписаних кутiв, що спираються на одну дугу.
З одержаної рiвностi кутiв ∠X NY = ∠X MY випливає, що точка M також
належить колу k. Оскiльки X N ‖ Y Z , то Y NX Z рiвнобедрена трапецiя.
Звiдси слiдує, що N Z = X Y = FN , тобто N Z = N F = N E. А це означає, що
∠EZ F = 90◦. Таким чином, коло k спiвпадає з описаним колом трикутника
MNG, тобто Z = G i X = P. Ми довели, що P середина BF . Аналогiчно
доводиться, що Q середина C F . Таким чином, PQ середня лiнiя трику-
тника BFC . Звiдки слiдує, що PQ ‖ BC , що i треба було довести. �
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Рис. 6.22.

Задача 6.21. Нехай ABC D трапецiя з основами AB i C D. Позначимо
через P i Q середини дiагоналей AC i BD вiдповiдно. Вiдомо, що∠ABP = ∠CBD.
Доведiть, що∠BCQ = ∠AC D.

(Мiжнародна математична олiмпiада африканських країн, 2013 р.)

Розв’язання.
Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 6.23).

A B

CD

E

P Q

Рис. 6.23.

Нехай E точка перетину дiа-
гоналей AC i BD. Оскiльки BP ме-
дiана трикутника ABC i ∠ABP =
∠CBE, то BE симедiана трику-
тника ABC . За метричною власти-
вiстю симедiани трикутника, одер-
жуємо, що

AE
EC
=

AB2

BC2
.

Так як AB ‖ C D, то трикутники ABE i C DE подiбнi. З подiбностi цих три-
кутникiв випливає пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн:

AE
EC
=

AB
C D

.
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Iз цих двох спiввiдношень одержуємо:

AB2

BC2
=

AB
C D

,

тобто BC2 = AB · C D.
Далi, з подiбностi вказаних трикутникiв, знаходимо:

BE
ED
=

AB
C D
=

AB · C D
C D2

=
BC2

C D2
,

тобто
BE
ED
=

BC2

C D2
.

Це спiввiдношення означає, що C E симедiана трикутника BC D, тобто
∠BCQ = ∠DC E, що i треба було довести. �

Задача 6.22. Нехай AB хорда колаω, вiдмiнна вiд його дiаметра. Нехай
T точка, яка рухається по хордi AB. Два рiзнi колаω1 iω2 дотикаються
до хорди AB у точцi T , а також дотикаються внутрiшнiм чином до колаω
у точках T1 i T2 вiдповiдно. Позначимо через X1 точку перетину прямих AT1
i T T2, а через X2 точку перетину прямих AT2 i T T1. Доведiть, що пряма
X1X2 проходить через фiксовану точку площини трикутника.

(Румунiя, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо
розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 6.24). Розв’язання одразу ви-
пливає з побудови кiлω1,ω2 i теореми Паскаля.

A

B

D E

O1 O2

O

T
T1
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X1
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ω2

ω

Рис. 6.24.
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Нехай DE дiаметр колаω, який перпендикулярний до заданої хорди
AB. Оскiльки T1 центр гомотетiї кiлω iω1, а T2 центр гомотетiї кiлω i
ω2. З того, що радiуси O1T i OE паралельнi i мають однаковий напрям, випли-
ває, що прямi OO1 i ET перетинаються у точцi T1. Аналогiчно, доводиться,
що прямi OO2 i DT перетинаються у точцi T2.

Нехай дотична до колаω у точцi A перетинає пряму DE у точцi S. Заува-
жимо, що точка S фiксована. Застосуємо теорему Паскаля до вписаного
шестикутника AAT1EDT2 (насправдi цей шестикутник вироджений, вiн є
п’ятикутник). За цiєю теоремою точки перетину прямих AA i ED, AT1 i DT2,
ET1 i AT2 будуть колiнеарними. Пряма AA є дотичною до колаω, а тому пряма
X1X2 проходить через фiксовану точку S, що i треба було довести. �

Задача 6.23. В трикутнику ABC черезωA позначили зовнiвписане коло,
яке дотикається продовжень його сторiн AB i AC у точках P i Q вiдповiдно.
Аналогiчно, черезωB зовнiвписане коло, яке дотикається продовжень сто-
рiн BA i BC у точках M i N вiдповiдно. Нехай K i L основи перпендикулярiв,
опущених iз точки C на прямi MN i PQ вiдповiдно. Доведiть, що чотирику-
тник MK LP вписаний у деяке коло.

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балканського регiону, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.25).
Нехай D точка перетину прямих PQ i MN , а I та IA, IB центри впи-

саного кола трикутника ABC та центри кiлωA,ωB вiдповiдно. Тодi точки A,
I , IA лежать на однiй прямiй, що мiстить бiсектрису кута BAC . Аналогiчно,
точки B, I , IB лежать на однiй прямiй, що мiстить бiсектрису кута ABC . Крiм
того, C IA i C IB бiсектриси вертикальних кутiв BCQ i ACN вiдповiдно, тоб-
то точки IA, C , IB колiнеарнi. Нехай F i E точки перетину прямої IAIB з
прямими PQ i MN вiдповiдно.

Далi, за теоремою про дотичнi, одержуємо: AP = AQ i BM = BN , тобто
трикутники PAQ i MBN рiвнобедренi. Так як бiсектриса рiвнобедреного
трикутника є його висотою, то AIA⊥PQ i BIB⊥MN . Оскiльки, за умовою,
C L⊥PQ i CK⊥MN , то C L ‖ AIA i CK ‖ BIB. Так як BIA i C IA бiсектриси кутiв
PBC i QCB вiдповiдно, то

∠BIAC = 90◦ −
∠A
2

.

Крiм того, з рiвнобедреного трикутника PAQ знаходимо, що

∠APQ = 90◦ −
∠A
2

.

Тому ∠BPF = ∠BIAF . Ця рiвнiсть кутiв означає, що чотирикутник BPIAF
циклiчний. Оскiльки ∠BPIA = 90◦, то i ∠BF IA = 90◦. Далi, так як IBN⊥BC , а
IB M⊥AB, то точки M , N i F лежать на колi з дiаметром BIB. Оскiльки BI
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Рис. 6.25.

бiсектриса кута ABC , а BIA бiсектриса PBC , то

∠PBIA = 90◦ −
∠B
2

.

З того, що чотирикутник BPIAF вписаний, випливає:

∠PF IA = ∠PBIA = 90◦ −
∠B
2

,

а з вертикальностi кутiв PF IA i DF E:

∠DF E = 90◦ −
∠B
2

.

Крiм того, з рiвнобедреностi трикутника MBN випливає, що

∠BMN = 90◦ −
∠B
2

.

Тому, одержуємо таку рiвнiсть кутiв: ∠DFC = ∠CN M . З цiєї рiвностi ви-
пливає, що чотирикутник C F DN циклiчний. Iз циклiчностi цього чоти-
рикутника маємо: ∠N DC = ∠N FC = ∠N F IB, а з циклiчностi п’ятикутника
BFN IB M маємо:

∠N F IB = ∠N M IB = ∠NBIB =
∠B
2

.
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Тому ∠N DC =
∠B
2

.

Далi, ∠C LD = ∠CKD = 90◦, тобто чотирикутник CKDL циклiчний.

З циклiчностi цього чотирикутника, випливає, що ∠C LK = ∠C DK =
∠B
2

,

тобто

∠P LK = ∠P LC +∠C LK = 90◦ +
∠B
2

,

а

∠PMN = ∠PM IB −∠N M IB = 90◦ −
∠B
2

.

Таким чином,

∠P LK +∠PMK =
�

90◦ +
∠B
2

�

+
�

90◦ −
∠B
2

�

= 180◦,

тобто чотирикутник MK LP циклiчний, що i треба було довести. �

Задача 6.24. Нехай ABC гострокутний трикутник, в який вписано ко-
лоω з центром I . Позначмо через X , Y , Z точки дотику колаω зi сторонами
BC , CA, AB вiдповiдно, а через U , V , W точки перетину колаω з вiдрiзками
AI , BI , C I вiдповiдно. Доведiть, що трикутники X Y Z i UVW будуть рiвними
тодi i тiльки тодi, коли трикутник ABC рiвностороннiй.

(США, пiдготовка до Мiжнародної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання.

A

B CX

YZ

I

U

V Wω

Рис. 6.26.

Виконаємо рисунок до задачi
(рис. 6.26).

Якщо трикутник ABC рiвносторон-
нiй зi стороною, рiвною a, то I точка пе-
ретину AX , BY i C Z , де X , Y i Z середини
сторiн BC , CA i AB вiдповiдно, причому

AI : IX = BI : IY = C I : I Z = 2 : 1.

Оскiльки X , Y i Z середини сторiн BC ,
CA i AB вiдповiдно, то трикутник X Y Z
рiвностороннiй, зi стороною 1

2 a. Так як
IU = IX , причому AI : IX = 2 : 1, то U се-
редина AI . Аналогiчно доводиться, що V
середина BI , а W середина C I .

З трикутника AIB за теоремою про середню лiнiю трикутника, знахо-
димо, що UV = 1

2 a. Аналогiчно знаходимо, що VW = 1
2 a i W U = 1

2 a. Отже,
трикутник UVW рiвностороннiй, зi стороною 1

2 a, а тому дорiвнює трику-
тнику X Y Z .

Тепер залишилося довести обернене твердження. Нехай Í X Y Z =Í
UVW . Потрiбно довести, що трикутник ABC рiвностороннiй. Оскiльки
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трикутники X Y Z i UVW рiвнi i вписану в колоω, то

∠UW V = ∠X ZY.

Але

∠UW V =
1
2
∠U IV =

1
2
(∠AI Z +∠BI Z) =

1
2
((90◦ −∠ZAI) + (90◦ −∠ZBI)) =

= 90◦ −
1
4
∠A−

1
4
∠B = 45◦ +

1
4
∠C ,

а

∠X ZY =
1
2
∠X IY = 90◦ −

1
2
∠C .

Таким чином,

45◦ +
1
4
∠C = 90◦ −

1
2
∠C .

Звiдки ∠C = 60◦. Аналогiчно доводиться, що ∠B = 60◦ i ∠C = 60◦, що i треба
було довести. �

Задача 6.25. Нехай ABC рiзностороннiй трикутник, вписаний в коло
ω. Вписане коло цього трикутника дотикається до його сторiн BC , CA i
AB у точках D, E i F . Описанi кола трикутникiв AEF , BF D i C DE перетина-
ють вдруге колоω у точках X , Y i Z вiдповiдно. Доведiть, що три прямi, якi
проходять через вершини A, B, C i перпендикулярнi до AX , BY , C Z вiдповiдно,
перетинаються в однiй точцi.

(США, пiдготовка до Мiжнародної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.27).

A

B C

X

Y

Z

I

D

E

F

P

O

ω

Рис. 6.27.
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Нехай O центр колаω, I центр вписаного кола трикутника ABC , а
P точка, симетрична до точки I вiдносно точки O. Доведемо, що вказанi
прямi перетинаються у точцi P. Для цього достатньо показати, що ∠XAP =
90◦.

Оскiльки D, E, F точки дотику, то I D⊥BC , I E⊥CA, I F⊥AB. Враховуючи,
що ∠AEI +∠AF I = 90◦ + 90◦ = 180◦, то чотирикутник AEI F вписаний в
коло з дiаметром AI , тобто описане коло трикутника AEF проходить через
точку I . Тому, ∠AX I = 90◦. Розглянемо серединний перпендикуляр до хорди
AX . Вiн буде проходити через точку O, паралельний до прямої X I i до прямої,
яка проходить через точку A та перпендикулярна до AX . Цi три паралельнi
прямi, за теоремою Фалеса, вiдтинають на прямiй IO рiвнi вiдрiзки, тобто
IO = OP, що i завершує доведення. �

Задача 6.26. Нехай ABC трикутник i A1, B1, C1 точки дотику йо-
го зовнiвписаних кiл зi сторонами BC , CA, AB вiдповiдно. Доведiть, що коли
центр описаного кола трикутника A1B1C1 лежить на описаному колi трику-
тника ABC , то трикутник ABC прямокутний.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.28).

A

B C

X

Y

A1

B1

C1

O(O′)

Рис. 6.28.

Нам вiдомо, що точки A1, B1, C1 розташованi на сторонах BC , CA, AB
вiдповiдно так, що BA1 = AB1 = p − c, CA1 = AC1 = p − b i BC1 = CB1 =
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p − a, де BC = a, CA = b, AB = c i p = 1
2(a + b + c) (це випливає з теореми

про дотичнi вiдстанi на сторонах трикутника). Не порушуючи загальностi
будемо вважати, що ∠C1A1B1 найбiльший кут трикутника A1B1C1. Якщо
∠C1A1B1 ≤ 90◦, то центр O його описаного кола лежатиме всерединi або на
сторонi B1C1. Звiдси слiдує, що O лежатиме всерединi трикутника ABC , бо
трикутник A1B1C1 лежить всерединi трикутника ABC . А це означає, що точка
O не може лежати на описаному колi трикутника ABC , бо воно лежить зовнi
цього трикутника. Одержане протирiччя доводить, що ∠C1A1B1 > 90◦, тобто
A1 i O лежать по рiзнi боки вiд прямої B1C1.

Нехай O′ лежить на дузi BC описаного кола трикутника ABC , яка мi-
стить точку A, так, що O′B = O′C , тобто O′ середина цiєї дуги. Оскiльки
∠ACO′ = ∠ABO′, CB1 = BC1 i O′B = O′C , то Í O′BC1 =Í O′CB1 (за двома
сторонами i кутом мiж ними. Звiдси випливає, що O′C1 = O′B1. Так як O
центр описаного кола трикутника A1B1C1, то OC1 = OB1. Отже, точки O i
O′ точки перетину серединного перпендикуляра вiдрiзка B1C1 з описаним
колом трикутника ABC . Так як точки O′ i A1 лежать по рiзнi боки вiд прямої
B1C1 i точки O i A1 лежать по рiзнi боки вiд прямої B1C1 (як було доведено
вище), то точки O i O′ спiвпадають, причому O′A1 = O′B1 = O′C1.

Нехай X i Y такi точки на прямих BO i CO, що BX = CY = AO (при цьому
X лежить на вiдрiзку BO, а Y на продовженнi вiдрiзка CO за точку C).
Оскiльки ∠OBA1 = ∠OAC i AB1 = BA1, а також ∠Y CA1 = ∠OAB i CA1 = AC1,
тоÍ BXA1 =Í AOB1 iÍ CY A1 =Í AOC1. З рiвностi цих трикутникiв випливає,
що

Y A1 = OC1 = OA1 = OB1 = XA1

i

∠CA1Y = ∠AC1O = 180◦ −∠BC1O.

Але OB = OC , BC1 = CB1 i OC1 = OB1, тобто Í OC1B =Í OB1C (за трьома
сторонами). Тому

180◦ −∠BC1O = ∠180◦ −∠OB1C = ∠AB1O = ∠BA1X ,

тобто ∠Y A1C = ∠BA1X . А це означає, що точки X , A1, Y колiнеарнi.
Оскiльки A1X = A1O = A1Y i A1 середина X Y , то ∠XOY = 90◦, тобто
∠AOC = ∠XOY = 90◦. За властивiстю вписаних кутiв, остаточно одержу-
ємо: ∠BAC = ∠BOC = 90◦, що i треба було довести. �

Задача 6.27. Нехай H точка перетину висот гострокутного трику-
тника ABC . Нехай W довiльна точка на вiдрiзку BC , що вiдмiнна вiд B i
C . Позначимо через M i N основи висот трикутника ABC , що проведенi з
вершин B i C вiдповiдно. Нехай ω1 описане коло трикутника BW N , а X
така точка наω1, що W X дiаметрω1. Аналогiчно, нехайω2 описане
коло трикутника CW M , а Y така точка на ω2, що W Y дiаметр ω2.
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Доведiть, що точки X , Y i H лежать на однiй прямiй.
(Мiжнародна математична олiмпiада, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.29).

A

B C
W

X

Y
Z

L

M

N

H

ω1

ω2

ω3

Рис. 6.29.

Оскiльки BM i CN висоти три-
кутника ABC , ∠BMC = ∠BNC = 90◦,
тобто точки B, C , M , N належать
колуω3, для якого BC дiаметр. Не-
хай Z друга точка перетину кiлω1
iω2, тодi A радикальний центр кiл
ω1,ω2 iω3, бо BN радикальна вiсь
кiл ω1 i ω3, C M радикальна вiсь
кiлω2 iω3, а W Z радикальна вiсь
кiл ω1 i ω2. Отже, точки A, Z i W
колiнеарнi.

Далi, оскiльки XW дiаметр ко-
ла ω1, то W ZX = 90◦. Аналогiчно
доводиться, що ∠W ZY = 90◦. Тому,
∠X ZY = ∠W ZX + ∠W ZY = 90◦ +
90◦ = 180◦, тобто точки X , Z , Y
колiнеарнi. Залишилося довести, що
W ZH = 90◦. Дiйсно, якщо AL ви-
сота трикутника ABC , то вона прохо-
дить через точку H i ∠H LC = 90◦ =
= ∠HMC . Це означає, що чотирику-
тник C MH L вписаний. Звiдси, за теоремою про сiчнi, одержуємо:

AH · AL = AC · AM .

Але, за цiєю ж теоремою для колаω2, одержуємо:

AC · AM = AW · AZ .

Iз цих двох останнiх рiвностей, знаходимо, що

AL · AH = AW · AZ ,

тобто
AL
AW
=

AZ
AH

. Оскiльки∠LAW = ∠ZAH, тоÍ LAW ∼Í ZAH (за пропорцiй-

нiстю двох сторiн i кутом мiж ними). З подiбностi цих трикутникiв випливає,
що їх вiдповiднi кути рiвнi, тобто ∠AZH = ∠ALW = 90◦, тобто ∠W ZH = 90◦,
а це означає, що точки X , H, Y колiнеарнi, що i треба було довести. �

Задача 6.28. В трикутнику ABC кут A тупий. Нехай O центр опи-
саного кола, а H ортоцентр цього трикутника. Позначимо через K точку,
симетричну до точки H вiдносно вершини A. Доведiть, що точки K, O i C
будуть колiнеарними тодi i тiльки тодi, коли∠A−∠B = 90◦.

(Iндiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)
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Розв’язання.

A

B

C

D

O K

H

Рис. 6.30.

Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.30).
Нехай C D дiаметр описаного ко-

ла трикутника ABC , тодi чотирикутник
ABDC вписаний i ∠CBD = 90◦.

а) Нехай∠A−∠B = 90◦, тодi∠A= 90◦+
+ ∠B. З того, що чотирикутник ABDC
вписаний i враховуючи останню рiвнiсть,
одержуємо, що
∠BDC = 180◦ −∠A= 180◦ − (90◦ +∠B) =

= 90◦ −∠B,
тобто з трикутника CBD знаходимо:
∠DCB = ∠B, а це означає, що C D ‖ AB.
Далi,
∠HBC = ∠90◦ −∠C =

= 90◦ − (180◦ −∠A−∠B) =
= ∠A+∠B − 90◦ = 90◦ +∠B +∠B − 90◦ =
= 2∠B,

тобто ∠HBA = ∠B. Але, за властивi-
стю вписаних кутiв одержуємо: ∠BAD =
∠BC D = ∠B, тобто ∠BAD = ∠ABH. А це означає, що BH ‖ AD. Оскiльки
AH⊥BC i DB⊥BC , то AH ‖ BD. Тому, BHAD паралелограм. Звiдси випли-
ває, що BD = HA i BD ‖ HA. Оскiльки K симетрична до H вiдносно A, то
AK = BD i AK ‖ BD, тобто ABDK паралелограм. Це означає, що DK ‖ AB.
Так як DC ‖ AB, то точки D, K i C колiнеарнi. Оскiльки O середина C D,
то i точки K , O, C колiнеарнi.

б) Нехай точки K, O, C колiнеарнi, тодi точка K лежить на дiаметрi
C D описаного кола трикутника ABC . За властивiстю середньої лiнiї трику-
тника одержуємо:

#    ”
OM = 1

2
#  ”
DB , де M серединна сторони BC . А за вiдомою

властивiстю ортоцентра трикутника одержуємо:
#    ”
OM = 1

2
#  ”
AH . Iз цих двох

векторних рiвностей отримуємо, що
#  ”
DB =

#  ”
AH . Оскiльки K симетрична точцi

H вiдносно точки A, то
#  ”
AH =

#  ”
KA . Отже,

#  ”
DB =

#  ”
KA , а це означає, що AB ‖ KD,

тобто AB ‖ C D. Оскiльки кути DBA i BDC внутрiшнi одностороннi, то їх
сума дорiвнює 180◦. А так як чотирикутник ABDC вписаний, то сума кутiв
BAC i BDC також дорiвнює 180◦. Звiдки випливає, що ∠DBA= ∠BAC , тобто
90◦ +∠B = ∠A⇔ ∠A−∠B = 90◦, що i треба було довести. �

Задача 6.29. Про гострокутний трикутник ABC вiдомо, що AB 6= BC .
Нехай BE i CX його висоти. Коло, що проходить через точку A i дотика-
ється BE в точцi P (P 6= B), перетинає вдруге сторону AB у точцi X . Нехай
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Q точка, симетрична точцi P вiдносно точки B, а Y точка перетину
прямих AQ i C P. Доведiть, що точки A, C , X , Y будуть циклiчними.

(Iндiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.31).

A

B

CE

P

Q

Y X

Рис. 6.31.

Оскiльки CX висота трикутника ABC , тодi точки B, X , E, C циклi-
чнi, бо ∠BX C = 90◦ = ∠BEC . Оскiльки BP дотична до описаного кола
трикутника APX , то за теоремою про дотичну i сiчну маємо:

BP2 = BX · BA= (AB − AX )AB = AB2 − AB · AX .

Оскiльки точки B, X , E, C циклiчнi, то за теоремою про сiчнi:

AB · AX = AC · AE.

Тому, BP2 = AB2 − AC · AE. Звiдси випливає, що

AC · AE = AB2 − BP2 = AE2 + BE2 − BP2 =

= AE2 + (BE − BP) (BE + BP) = AE2 − EP · EQ,

тобто
AC · AE = AE2 + EP · EQ. (1)

Далi,
AC · AE = (AE + EC)AE = AE2 + AE · EC . (2)

Iз (1) i (2) одержуємо, що AE · EC = EP · EQ, тобто
AE
PE
=

EQ
EC

. Оскiльки

∠AEQ = 90◦ = ∠C EP, то Í AEQ ∼Í PEC (за пропорцiйнiстю двох сторiн i
кутом мiж ними. З подiбностi цих трикутникiв випливає, що ∠PC E = ∠AQE,
тобто ∠Y C E = ∠YQE. Звiдси випливає, що точки C , E, Y , Q циклiчнi. За
теоремою про сiчнi, одержуємо: AY ·AQ = AE ·AC . Оскiльки AE ·AC = AX ·AB,
то iз двох останнiх рiвностей, одержуємо: AY · AQ = AX · AB, тобто

AX
AQ
=

AY
AB

.
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Оскiльки ∠XAY = ∠QAB, тоÍ AX Y ∼Í AQB (за пропорцiйнiстю двох сторiн
i кутом мiж ними). З подiбностi цих трикутникiв випливає рiвнiсть вiдпо-
вiдних кутiв: ∠AX Y = ∠AQB. Оскiльки ∠AQB = ∠ACY , то ∠AX Y = ∠ACY . З
рiвностi цих кутiв випливає, що точки A, Y , X , C циклiчнi, що i треба було
довести. �

Задача 6.30. Нехай ABC D опуклий чотирикутник, M середина його
сторони AB. Вiдомо, що коло, яке проходить через точку D i дотикається AB
у точцi A, перетинає вдруге пряму M D у точцi E; коло, яке проходить через
точку C i дотикається AB у точцi B, перетинає вдруге пряму MC у точцi
F , а прямi AF i BE перетинаються у точцi, яка лежить на серединному пер-
пендикулярi до вiдрiзка AB. Доведiть, що точки A, E, C будуть колiнеарними
тодi i тiльки тодi, коли точки B, F , D також будуть колiнеарними.

(Мiжнародна математична олiмпiада країн центральної Америки, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.32).

A

B
C

D

E

F

OM

Рис. 6.32.

Нехай O точка перетину AF i BE.
Оскiльки точка O лежить на серединному
перпендикулярi вiдрiзка AB, то OM⊥AB i
OA= OB. Це означає, що ∠OAB = ∠OBA=
ϕ.

Припустимо, що точки A, E, C колiне-
арнi. Доведемо, що тодi точки B, F , D також
колiнеарнi. В силу рiвноправностi обох кiл,
зворотне доводитиметься аналогiчно. За те-
оремою про дотичну i сiчну одержуємо:

MA2 = M E ·M D (1)

i
MB2 = M F ·MC . (2)

Iз (1) i (2) одержуємо, що

MA2 = M F ·MC ⇔
MA
M F

=
MC
MA

⇔

Í MAF ∼Í MCA

(за пропорцiйнiстю двох сторiн i кутом мiж ними). З подiбностi цих трику-
тникiв випливає рiвнiсть вiдповiдних кутiв: ∠MCA= ∠MAF = ϕ.

Далi, iз (1) i (2) одержуємо, що

M E ·M D = M F ·M ⇔
C , F, E, D циклiчнi ⇔
∠EDF = ∠EC F = ϕ.
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Отже,
∠M DF = ϕ. (?)

Далi, iз (1) i (2) одержуємо, що
MB2 = M E ·M D ⇔
MB
M E

=
M D
MB

⇔

Í MBE ∼Í M DB

(за пропорцiйнiстю двох сторiн i кутом мiж ними). З подiбностi цих трику-
тникiв випливає рiвнiсть вiдповiдних кутiв: ∠M DB = ∠MBE = ϕ. Отже,

∠M DB = ϕ. (??)
Таким чином, iз (?) i (??) слiдує, що ∠M DF = ∠M DB, тобто точки D,

F , B колiнеарнi, бо точки F i B лежать по один бiк вiд прямої M D, що i
завершує розв’язання задачi. �

Задача 6.31. Дано трапецiю ABC D, в якiй AB ‖ C D. Коло k1 дотикається
сторiн CB, BA i AD, а коло k2 дотикається сторiн AD, DC i CB, причому k1
дотикається сторони AB у точцi P, а коло k2 дотикається сторони C D у
точцi Q. Доведiть, що прямi AC , BD i PQ перетинаються в однiй точцi.

(Китай, математична олiмпiада для дiвчат, 2013 р.)

Розв’язання. Спочатку доведемо такi допомiжнi твердження.
Лема 1. Вiдрiзок PQ буде проходити через точку L тодi i тiльки тодi, коли

виконується спiввiдношення
BP
DQ
=

AB
C D

.

Доведення. Нехай вiдрiзок PQ проходить через точку E. Оскiльки BP ‖
DQ, то Í BLP ∼Í DLQ. Звiдси випливає, що

BP
DQ
=

BL
DL

. Так як AB ‖ C D, то

Í BLA∼Í DLC . Тодi
BL
DL
=

AB
C D

. Iз одержаних двох спiввiдношень знаходимо,
що

BP
DQ
=

AB
C D

.

Доведемо тепер зворотне. Нехай виконується спiввiдношення
BP
DQ
=

AB
C D

,

а вiдрiзок PQ не проходить через точку L. Нехай пряма P L перетинає сторону
C D у точцi R. За припущенням точка Q i R рiзнi. Тодi за доведенням, що

наведено вище, виконується спiввiдношення
BP
DR
=

AB
C D

. Iз цих двох спiввiд-

ношень, одержуємо, що
BP
DQ
=

BP
DR

. Звiдки DQ = DR, що суперечить умовi

R 6=Q. Одержане протирiччя i доводить, що коли виконується спiввiдношен-
ня, то пряма PQ проходить через точку L, що i завершує доведення леми 1. �
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Лема 2. Якщо виконується одна iз трьох рiвностей
a
b
=

c
d
=

a+ c
b+ d

=
a− c
b− d

,

то виконуються й iншi.
Доведення. Нехай

a
b
=

c
d
= λ, тодi a = λb i c = λd. Тодi

a± c
b± d

=
λb±λd

b± d
=
λ (b± d)

b± d
= λ,

що i треба було довести. �

А тепер перейдемо до розв’язання нашої задачi. Зробимо рисунок, що
вiдповiдає умовi задачi, i будемо розв’язувати задачу, виходячи з нього
(рис. 6.33).

A

B C

D

E

F

G

H
K

L
P

Qk1

k2

Рис. 6.33.

Нехай K точка перетину прямих BC i AD, а L точка перетину прямих
AC i BD. Оскiльки AB ‖ C D, то вiдрiзок PQ буде проходити через точку L,

якщо довести, що
BP
DQ
=

AB
C D

(це одне iз тверджень леми 1). Використовуючи

подiбнiсть трикутникiв ABK i DCK , терему про дотичнi i лему 2, матимемо:
AB
C D
=

KA
KD
=

KB
KC
=

KE − AE
KE + EG + GD

=
KF − BF

KF + FH +HC
=

=
(KE − AE)− (KF − BF)

(KE + EG + GD)− (KF + FH +HC)
=

BF − AE
GD−HC

=

=
BP − AP
DQ− CQ

=
2BP − AB
2DQ− C D

=
2BP
2DQ

=
BP
DQ

,

що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 6.32. Нехай ABC гострокутний трикутник, AD його висо-
та. Нехай l дотична у точцi A до описаного кола трикутника ABC , а t
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пряма, яка проходить через точку D i паралельна до сторони AB. Позначимо
через E точку перетину прямих l i t. Доведiть, що∠AEC = 90◦.

(Пiвденно-Африканська Республiка, 2013 р.)

Розв’язання.

A

B CD

E

l

t

Рис. 6.34.

Зробимо рисунок, що вiдповiдає
умовi задачi i будемо розв’язувати її, ви-
ходячи з нього (рис. 6.34).

За теоремою про кут мiж дотичною
i хордою, що проведена в точку дотику,
та за властивiстю вiдповiдних кутiв при
паралельних, одержуємо:
∠DCA= ∠BCA= ∠BAF = ∠DEA,

тобто ∠DCA= ∠DEA. А це означає, що
чотирикутник ADC E вписаний. Звiд-
си випливає, що
∠AEC = 180◦ −∠ADC = 180◦ − 90◦ =

= 90◦,
що i треба було довести. �

Наступнi задачi олiмпiад 2013 року будуть розв’язуватися за допомогою
так званого реверсного методу. Суть цiєї технiки розв’язування геометри-
чних задач полягає в тому, що замiсть одного iз фактiв, що задається умовою
задачi, ми доводимо iнше твердження реверсне. Пiсля цього потрiбний
результат стає очевидним. При цьому, зрозумiло, потрiбно показати викона-
ння усiх умов заданої задачi.

Задача 6.33. Два кола з центрами в точках O1 i O2 дотикаються зовнi у
точцi T . Чотирикутник ABC D вписаний в коло (O1)так, що променi DA i CB
дотикаються до кола (O2) у точках E i F вiдповiдно. Бiсектриса кута ABF
перетинає вiдрiзок EF у точцi N , а пряма F T перетинає дугу AT кола (O1),
яка не мiстить точку B, у точцi M , яка не спiвпадає з точкою A. Доведiть,
що точка M є центром описаного кола трикутника BCN .

(Китай, математична олiмпiада для дiвчат, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 6.35).
Для розв’язання цiєї задачi, застосуємо реверсний метод: нехай P то-

чка перетину AM i EF . Доведемо, що M центр описаного кола трикутника
BC P i що BP бiсектриса кута ABF , тобто, що точка P спiвпадає з точкою
N .

Дiйсно, оскiльки T точка дотику кiл (O1) i (O2), то пряма O1O2 прохо-
дить через точку T . Крiм того, пряма M F також проходить через точку T .
Тому трикутники MO1T i FO2T подiбнi рiвнобедренi трикутники. Звiд-
си випливає, що ∠MO1T = ∠FO2T . Тому, за властивiстю вписаних кутiв i
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Рис. 6.35.

теоремою про кут мiж дотичною i хордою, що проведена в точку дотику,
одержуємо:

∠F ET = ∠T FK =
1
2
∠FO2T =

1
2
∠MO1T = ∠T BM = ∠T C M = ∠TAM .

Далi, оскiльки ∠MBT = ∠M FB, то Í MBT ∼Í M FB (за двома кутами).
Звiдси випливає, що їх вiдповiднi зовнiшнi кути рiвнi, а сторони пропор-
цiйнi: ∠CBM = ∠F T B i MB2 = M T · M F . А за властивiстю вписаних кутiв,
одержуємо: ∠C T M = ∠BC M . Звiдси випливає, що ∠MBC = ∠MCB, тобто
MC = MB. Оскiльки ∠TAP = ∠T EP, то точки A, T , P, E циклiчнi. Звiдки,
за властивiстю вписаних кутiв i кута мiж дотичною i сiчною, одержуємо:

∠M PT = ∠APT = ∠AET = ∠EF T,
тобто∠M PT = ∠M F P. А це означає, щоÍ M PT ∼Í M F T (за двома кутами).
З подiбностi цих трикутникiв випливає, що M P2 = M T ·M F = MB2, тобто
M P = MB = MC . Це означає, що M центр описаного кола трикутника
BC P. Залишилося довести, що BP бiсектриса кута ABF . Дiйсно,

∠ABP = ∠ABM +∠MBP = ∠ABM +
180◦ −∠BM P

2
= ∠ABM + 90◦ −

1
2
∠BCA=

= ∠ABM + 90◦ −
1
2
∠BC M −

1
2
∠AC M =

1
2
∠C MB +

1
2
∠BC M +

1
2
∠AC M =

=
1
2
∠CAB +

1
2
∠BCA=

1
2
∠ABF,

що i треба було довести. �

Задача 6.34. Нехай AD i AH вiдповiдно бiсектриса i висота трикутни-
ка ABC , в якому AB < AC . Серединний перпендикуляр до вiдрiзка AD перетинає
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пiвкола з дiаметрами AB i AC , якi розташованi зовнi трикутника ABC , вiд-
повiдно у точках X та Y . Доведiть, що чотирикутник X Y DH вписаний.

(Iран, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 6.36).

A

B CDH

M

N

Y

Z

ω

Рис. 6.36.

Для розв’язання цiєї задачi застосуємо реверсний метод: нехай середин-
ний перпендикуляр до вiдрiзка AD перетинає сторони AB i AC вiдповiдно в
точках M i N , а описане колоω трикутника Y DH у двох рiзних точках Y i
Z . Доведемо, що точка Z спiвпадає з точкою X .

Так як точка Y належить пiвколу з дiаметром AC , то ∠AY C = 90◦. Тому,
∠AY C = ∠AHC = 90◦, а це означає, що чотирикутник AHCY вписаний. За
властивiстю симетричних i вписаних кутiв, одержуємо:

∠AZY = ∠DZY = ∠DHY = ∠CAY.

Але

∠ZAB = ∠AMN −∠AZ M = ∠AN M −∠YAN = ∠AY Z = ∠DY Z = ∠ZHB,

тобто ∠ZAB = ∠ZHB. А це означає, що чотирикутник AZBH вписаний.
Звiдки одержуємо, що ∠AZB = 180◦ − ∠AHB = 180◦ − 90◦ = 90◦. Так як
кут AZB прямий, то точка Z лежить на пiвколi з дiаметром AB. Оскiльки
точка Z ще й належить серединному перпендикуляровi вiдрiзка AD, то ця
точка належить їх перетину, тобто точка Z спiвпадає з точкою X , тобто
чотирикутник X Y DH вписаний в колоω, що i треба було довести. �

Задача 6.35. Нехай ABC гострокутний трикутник, вписаний в колоω.
Бiсектриса кута BAC перетинає колоω у точцi M . На вiдрiзку AM всерединi
трикутника ABC довiльно вiдмiтили точку P. Прямi, що проходять через
точку P паралельно прямим AB i AC перетинають сторону BC у точках E
i F вiдповiдно. Прямi M E i M F перетинають вдруге коло ω у точках K i L
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вiдповiдно. Доведiть, що прямi AM , BL i CK перетинаються в однiй точцi.
(Iндонезiя, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.37).

A

B C

D

E F

M

L
K

P

VU

ω

Рис. 6.37.

Для розв’язання цiєї задачi
застосуємо реверсний метод: не-
хай прямi M E i M F перетина-
ють сторони AB i AC у точках U
i V вiдповiдно, а пряма UV пере-
тинає пряму AM у точцi D. Дове-
демо, що прямi BL i CK прохо-
дять через точку D.

Трикутники PEF i AUV го-
мотетичнi з центром у точцi M .
Дiйсно, розглянемо гомотетiю з
центром M , яка вiдображає то-
чку P в точку A. Нехай при цiй
гомотетiї точки E i F вiдобража-
ються в точки E′ i F ′ вiдповiдно.
Тодi точка E′ лежить на проме-
нi M E, причому PE ‖ AE′, тобто
точка E′ спiвпадає з точкою U .
Аналогiчно, точка F ′ спiвпадає з точкою V . Звiдси випливає, що UV ‖ EF ,
тобто UV ‖ BC , бо при гомотетiї прямi вiдображаються у паралельнi прямi.
Далi, так як AM бiсектриса кута BAC , то M середина дуги BC кола ω.
Звiдси випливає, що ∠MBC = ∠MKB, тобто ∠MBE = ∠MKB. А це означає,
що Í MBE ∼Í MKB (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв ви-
пливає, що MB2 = M E · MK. Аналогiчно доводиться, що MC2 = M F · M L.
Оскiльки MB = MC , то M E ·MK = M F ·M L. Звiдси випливає, що точки K,
E, F , L циклiчнi, тобто чотирикутник KEF L вписаний в деяке коло. За
властивiстю вписаних кутiв та вiдповiдних кутiв при паралельних прямих,
одержуємо:

∠MAL = ∠MK L = ∠M F L = ∠MV D.

Так як ∠MAL = ∠MV D, то чотирикутник DALV циклiчний. Тому,

∠M LD = ∠V LD = ∠VAD = ∠CAM = ∠MAB = ∠M LB,

тобто ∠M LD = ∠M LB. Оскiльки точки D i B лежать по один бiк вiд прямої
M L, то точки L, D i B колiнеарнi, тобто вiдрiзок BL проходить через точку
D. Аналогiчно доводиться, що вiдрiзок CK також проходить через точку D,
що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 6.36. Нехай ABC гострокутний трикутник, в якому AB > AC
i O центр описаного кола ω. На сторонi BC вiдмiтили точку D таку, що
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∠BAD = ∠CAO. Нехай E друга точка перетину прямої AD з коломω. По-
значимо через M , N i P середини вiдрiзкiв BE, OD i AC вiдповiдно. Доведiть,
що точки M , N i P колiнеарнi.

(Запропонована Македонiєю на Мiжнародну математичну олiмпiаду балканських країн, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.38).
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Рис. 6.38.

Для розв’язання цiєї задачi застосуємо реверсний метод: нехай пряма
M P перетинає пряму OD у точцi K. Доведемо, що K середина OD. Тодi
точка K спiвпадатиме з точкою N .

Оскiльки P середина AC , то OP⊥AC . За умовою задачi точка D є такою,
що ∠BAD = ∠CAO = 90◦ − ∠POA = 90◦ − ∠CBA. Тому, ∠ADB = 90◦, тобто
D основа висоти трикутника ABC , опущеної з вершини A. Нехай H ор-
тоцентр трикутника ABC . Нехай пряма AD перетинає вдруге колоω у точцi
E, а пряма BH перетинає пряму AC у точцi L. Тодi BL висота трикутника
ABC i DE = DH (це вiдома властивiсть про ортоцентр трикутника). Так як
DM медiана прямокутного трикутника BDE, то DM = 1

2 BE. Але так як то-
чки H i E симетричнi вiдносно BC , то BE = BH. Як вiдомо, OP = 1

2 BH. Тому,
OP = 1

2 BH = 1
2 BE = DM i DM ‖ BH ‖ OP. А це означає, що чотирикутник

DMOP паралелограм, бо його двi сторони рiвнi i паралельнi. Оскiльки
дiагоналi паралелограма точкою перетину дiляться навпiл, то K середина
OD, що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 6.37. Нехай X Y дiаметр кола ω, Z середина дуги X Y цього
кола. Зовнi колаω вiдмiтили точку P так, що точки P i Z лежать по рiзнi
боки прямої X Y . Iз точки P до колаω провели дотичнi PA i PB (A i B точки
дотику). Прямi ZA, ZB i Z P перетинають вiдрiзок X Y у точках D, C i Q.
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Доведiть, що Q середина вiдрiзка C D.
(Мiжнародна математична олiмпiада країн Пiвденної Америки, 2013 р.)

Розв’язання.
Зробимо рисунок до задачi (рис. 6.39).

A

B

CD

Z

X Y

P

Q

ω

M

N

Рис. 6.39.

Оскiльки Z середина дуги ^X Y , а PA
i PB дотичнi до кола ω, то ^X Z =^ZY i
PA = PB. За властивiстю вписаних кутiв та
кутiв мiж хордами, одержуємо:

∠ZAB =
^BY Z

2
=
^BY+^Y Z

2
=

=
^BY+^ZX

2
= ∠ZCX = ∠ZC D,

тобто∠ZAB = ∠ZC D. Аналогiчно доводиться,
що ∠ZBA= ∠Z DC .

Нехай ∠ZAB = α, ∠ZBA= β i ∠AZB = γ
кути трикутника ZAB, тодi, за доведеним ви-
ще, матимемо: ∠ZC D = α i ∠Z DC = β . По-
значимо через M i N точки, якi лежать на
продовженнях дотичних PA i PB вiдповiдно.
Тодi за теоремою про кут дотичною i хордою,
що проведена в точку дотику, одержуємо:

∠ZBN = α i ∠ZAM = β .

Далi, застосуємо основну властивiсть чевiани трикутника i подiбнiсть
трикутникiв C Z D i AZB:

CQ
DQ
=

ZC
Z D
·

sin∠C ZQ
sin∠QZ P

=
ZA
ZB
·

sin∠BZ P
sin∠PZA

.

Далi, застосуємо теорему синусiв для трикутникiв ZAB, ZBP i ZC P:
ZA
ZB
=

sinβ
sinα

, sin∠BZ P =
PB · sinα

PZ
i sin∠PZA=

PA · sinβ
PZ

.

Оскiльки PA= PB, то
CQ
DQ
=

ZA
ZB
·

sin∠BZ P
sin∠PZA

=
sinβ
sinα

·
PB · sinα

PZ
·

PZ
PA · sinβ

= 1,

тобто CQ =QD, що i треба було довести. �



Покажчик

Антипаралель, с. 47

Вiдношення подвiйне, с. 70
Вiсь радикальна двох кiл, 2.9, 3.17, 5.1,

5.5, 5.9, 5.10, 5.24, 6.1, 6.27

Гомотетiя, 4.1, 4.3, 5.11, 5.30, 5.33, 6.8,
6.22, 6.34

поворотна (спiральна подiбнiсть), с. 56,
5.2, 5.18

Задача Тебо, с. 27

Iнверсiя, 5.20, 6.5

Коло
дев’яти точок, с. 94
зовнiвписане, с. 22; 1.19, 3.2, 5.3, 5.7,

5.16, 6.7, 6.23, 6.26

Лема
Архiмеда, с. 27
Карно, с. 17
про iзогональнiсть променiв всерединi

кута, с. 39

Основне спiввiдношення чевiани, с. 38;
5.10, 5.14

Поворот, 2.9, 2.11, 4.3, 5.18, 6.14
Поляра точки вiдносно кола, 5.15, 5.19,

6.5
Пряма,

Гауса повного чотирикутника, с. 117
Паскаля вписаного шестикутника,

с. 120
Сiмсона, с. 100; 4.4 4.6
Штейнера, с. 101

Реверсний метод, с. 216, 6.35, 6.36, 6.37,
6.38

Симедiана, с. 38; 2.1 2.7, 6.21
Симетрiя осьова, 1.11, 2.1 2.7, 3.12, 3.15,

4.3, 4.5, 4.6, 4.13, 5.14, 6.3, 6.4, 6.19,
6.35

Симетрiя центральна, 6.10, 6.25, 6.28,
6.29

Спiральна подiбнiсть, с. 56; 5.2, 5.18
Степiнь точки вiдносно кола, 5.1, 5.9, 5.13,

5.19, 5.20, 5.24, 5.27, 5.30, 6.1, 6.2

Теорема
Брахмагупти, с. 89; 6.19
Гауса, с. 116
Дезарга, с. 117
косинусiв, с. 72; 1.11, 1.21
Менелая, с. 115; 1.5, 1.16, 4.11, 4.12,

4.13, 5.14, 5.21
Паппа, с. 123
Паскаля

для вписаного чотирикутника, с. 121
для вписаного шестикутника, с. 120;

6.22
для трикутника, с. 119

Пiфагора, 1.9, 1.10
про повний чотирикутник, 6.6
про «тризуб», с. 28; 3.12, 5.22, 6.8
Птоломея, с. 101; 1.6, 4.7, 6.16
синусiв, с. 72, 1.11, 2.1, 2.4, 3.10, 6.36
Чеви, с. 108; 4.8, 4.9, 4.10, 4.12

у тригонометричнiй формi, с. 110;
5.6

Точка Лемуана, с. 40
Точка Мiкеля, с. 193

Центр радикальний трьох кiл, 5.5, 5.6,
5.10, 6.6
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